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[bookmark: lời-cảm-ơn]LỜI CẢM ƠN
Trong quá trình học tập và hoàn thành đề án này, tôi đã nhận được sự giúp đỡ, hướng dẫn tận tình từ quý thầy cô, gia đình và bạn bè. Trước tiên, tôi xin gửi lời cảm ơn sâu sắc đến cô TS. Nguyễn Kiều Linh, người đã trực tiếp hướng dẫn và tận tình chỉ bảo tôi trong suốt quá trình thực hiện đề án. Những góp ý và định hướng của cô đã giúp tôi hoàn thiện nội dung nghiên cứu một cách tốt nhất.
Xin cảm ơn gia đình và bạn bè đã luôn động viên, khích lệ và hỗ trợ tôi trong suốt thời gian qua.
Mặc dù đã có nhiều cố gắng, nhưng do kiến thức và kinh nghiệm còn hạn chế nên đề án không thể tránh khỏi những thiếu sót. Tôi rất mong nhận được sự góp ý của các thầy cô để tôi có thể hoàn thiện hơn. Tôi xin chân thành cảm ơn!
Hà Nội, ngày … tháng … năm 2026
Tác giả đề án tốt nghiệp


Chu Quang Hưng
[bookmark: phần-mở-đầu]PHẦN MỞ ĐẦU
Trong kỷ nguyên dữ liệu lớn, việc huấn luyện các mô hình học máy, đặc biệt là các mô hình học sâu, ngày càng tốn kém về tài nguyên tính toán, thời gian và năng lượng [19]. Vì vậy, tăng hiệu suất huấn luyện luôn là một trong những mục tiêu quan trọng của học máy. Để xử lý lượng dữ liệu ngày càng lớn, các phương pháp tối ưu hóa lặp (Incremental Gradient – IG) như Stochastic Gradient Descent (SGD) [2, 18] đã trở thành chuẩn mực nhờ khả năng cập nhật tham số dựa trên một mẫu hoặc một minibatch tại mỗi bước. Bên cạnh đó, các biến thể giảm phương sai như SVRG [11] hay SAGA [5] tiếp tục cải thiện chất lượng cập nhật bằng cách giảm nhiễu gradient. Các kết quả lý thuyết cho thấy những thuật toán này có tốc độ hội tụ tốt hơn đáng kể so với việc sử dụng gradient toàn cục [8, 16]. Mặc dù vậy, ngay cả với các thuật toán IG, việc lặp lại toàn bộ dữ liệu nhiều lần trong quá trình huấn luyện vẫn tạo ra chi phí tính toán rất lớn khi kích thước dữ liệu tăng nhanh theo từng năm.
Để vượt qua giới hạn này, các nhà nghiên cứu đã đưa ra khái niệm coreset như một giải pháp theo hướng “giảm dữ liệu”. Coreset là một tập con có trọng số sao cho việc huấn luyện trên tập con này tạo ra mô hình gần tương đương với mô hình được huấn luyện trên toàn bộ dữ liệu [15, 19]. Các công trình đầu tiên về coreset tập trung vào những bài toán cụ thể (ví dụ như k-means [9] hay Gaussian Mixture Models [13]) với giả định tương đối đơn giản về phân bố dữ liệu. Những phương pháp này đặt nền móng cho hướng xây dựng tập dữ liệu rút gọn nhưng vẫn mang tính đại diện cao.
Trong những năm gần đây, nhiều phương pháp coreset tổng quát hơn đã được phát triển. Một hướng tiếp cận nổi bật là CRAIG (Mirzasoleiman và cộng sự, 2020 [15]), trong đó tác giả xem gradient của hàm mất mát như “đại diện” cho đóng góp của mỗi mẫu, rồi tìm một tập con sao cho tổng gradient trên coreset gần nhất với tổng gradient trên toàn bộ dữ liệu. Bài toán này được mô hình hóa dưới dạng tối ưu một hàm dưới mô-đun (submodular) và giải bằng thuật toán tham lam (greedy) để chọn mẫu trong từng bước. CRAIG có cơ sở lý thuyết rõ ràng đối với các mô hình lồi, đồng thời cho hiệu quả thực nghiệm đáng kể: tăng tốc đến 6 lần ở bài toán hồi quy logistic và 3 lần ở mạng nơ-ron.
Tuy nhiên, CRAIG vẫn còn hạn chế khi áp dụng cho mô hình phi lồi. Để khắc phục, CREST (Yang và cộng sự, 2023 [24]) đã mở rộng hướng tiếp cận này bằng cách xấp xỉ cục bộ hàm mất mát thành các hàm bậc hai, rồi thực hiện lựa chọn coreset theo từng vòng. CREST còn sử dụng thêm cơ chế loại bỏ các mẫu “đã học” để tập trung vào những mẫu khó đối với mô hình. Qua các thử nghiệm trên CIFAR và dữ liệu ngôn ngữ, CREST giúp tăng tốc từ 1,7 đến 2,5 lần mà gần như không làm giảm hiệu năng mô hình.
Ngoài ra, một số nghiên cứu gần đây còn tích hợp coreset với các mục tiêu chuyên biệt. RCS (Xu và cộng sự, 2023 [23]) hướng tới bài toán học tương phản đối kháng (adversarial contrastive learning), lựa chọn các mẫu sao cho sai khác biểu diễn giữa dữ liệu tự nhiên và dữ liệu bị tấn công được giữ ở mức thấp nhất, qua đó giúp mô hình duy trì tính bền vững. TAGCOS (Zhang và cộng sự, 2025 [25]) lại tập trung vào quá trình tinh chỉnh theo chỉ dẫn (instruction tuning) cho các mô hình ngôn ngữ lớn (Large Language Model – LLM). Phương pháp này sử dụng gradient làm đặc trưng để phân cụm các mẫu dữ liệu và chọn đại diện không phụ thuộc nhiệm vụ (task-agnostic); nhờ đó chỉ cần 5% dữ liệu đã đạt kết quả gần bằng khi huấn luyện trên toàn bộ dữ liệu.
Trong số các phương pháp trên, CRAIG là nền tảng trực tiếp cho đề án này nhờ khả năng áp dụng cho nhiều loại mô hình học máy. Tuy vậy, quá trình lựa chọn tham lam của CRAIG vẫn tốn kém về tính toán, vì tại mỗi bước phải đánh giá trên toàn bộ không gian dữ liệu. Đây chính là hạn chế mà đề án hướng tới khắc phục.
Mặt khác, bao lồi (convex hull) là một khái niệm cơ bản trong hình học tính toán, được sử dụng để xác định các điểm dữ liệu cực biên. Những điểm này thường mang nhiều thông tin về sự phân bố và ranh giới của dữ liệu. Do đó, việc sử dụng bao lồi để thu hẹp không gian tìm kiếm, tập trung vào các điểm “giàu thông tin” nhất, là một hướng hợp lý để cải tiến thuật toán lựa chọn dữ liệu.
Từ những phân tích trên, đề án “Cải tiến CRAIG bằng convex hull để xây dựng coreset nâng cao hiệu suất huấn luyện mô hình học máy” được đề xuất. Mục tiêu của đề án là giảm chi phí tính toán của bước lựa chọn coreset trong CRAIG, trong khi vẫn giữ chất lượng coreset ở mức hợp lý, qua đó giúp quá trình huấn luyện mô hình tiết kiệm tài nguyên hơn.
Các đóng góp chính của đề án gồm:
· Hệ thống hóa cơ sở lý luận về bài toán lựa chọn coreset và phân tích hạn chế của CRAIG về chi phí của bước lựa chọn.
· Đề xuất và cài đặt thuật toán CRAIG-CH, kết hợp bước lọc bao lồi CHVS4 với bước tối ưu hóa tham lam của CRAIG để giảm chi phí của bước lựa chọn coreset.
· Đánh giá thực nghiệm CRAIG-CH trên FashionMNIST (hồi quy logistic) và CIFAR-10 (ResNet-20), so sánh với lấy mẫu ngẫu nhiên, CRAIG và CHVS4 về độ chính xác, thời gian và sai số xấp xỉ gradient.
Về phạm vi, đề án tập trung vào bài toán phân loại ảnh với hai bộ dữ liệu chuẩn nêu trên và hai lớp mô hình đại diện cho bài toán lồi và phi lồi; phương pháp nghiên cứu gồm phân tích lý thuyết kết hợp kiểm chứng thực nghiệm.
Ngoài phần mở đầu và kết luận, đề án trình bày ba nội dung chính như sau:
Chương 1: CƠ SỞ LÝ LUẬN VÀ TỔNG QUAN
Chương 1 trình bày tổng quan các kiến thức nền tảng cần thiết cho đề án: coreset và các phương pháp xây dựng coreset, tối ưu hóa dựa trên gradient, và lý thuyết về bao lồi (convex hull).
Chương 2: CẢI TIẾN CRAIG BẰNG BAO LỒI
Chương 2 phân tích hạn chế của phương pháp CRAIG gốc, giới thiệu ý tưởng và phương pháp cải tiến CRAIG bằng bao lồi, trình bày thuật toán CRAIG-CH (CRAIG with Convex Hull) và phân tích các ưu điểm kỳ vọng.
Chương 3: THỰC NGHIỆM VÀ ĐÁNH GIÁ
Chương 3 trình bày chi tiết thiết lập thực nghiệm và các kết quả đạt được.
[bookmark: cơ-sở-lý-luận-và-tổng-quan]CƠ SỞ LÝ LUẬN VÀ TỔNG QUAN
Chương này trình bày tổng quan các kiến thức nền tảng và cơ sở lý luận cần thiết cho đề án. Nội dung chính bao gồm ba trụ cột: (1) khái niệm về coreset và các phương pháp xây dựng coreset, đặc biệt là các phương pháp dựa trên hàm dưới mô-đun như CRAIG; (2) các thuật toán tối ưu hóa dựa trên gradient, vốn là công cụ để huấn luyện mô hình học máy; và (3) lý thuyết về bao lồi (convex hull), cung cấp một góc nhìn hình học cho việc rút gọn và biểu diễn dữ liệu. Những kiến thức này là nền tảng để phân tích, so sánh và đề xuất các phương pháp lựa chọn coreset hiệu quả trong các chương sau.
[bookmark: X179cb98b9f66aa5b58c8e041752291368d68dea]Coreset và các phương pháp xây dựng coreset
[bookmark: định-nghĩa-và-vai-trò-của-coreset]Định nghĩa và vai trò của coreset
Trong bối cảnh dữ liệu lớn (big data), việc huấn luyện các mô hình học máy trên toàn bộ tập dữ liệu  với  điểm dữ liệu, vốn yêu cầu tối ưu hóa một hàm mục tiêu dạng tổng:

trở nên rất tốn kém về mặt tính toán. Ở đây,  là hàm mất mát (loss function) trên điểm dữ liệu thứ  và  là thành phần điều chuẩn (regularizer).
Một coreset (tập lõi) là một tập con nhỏ, có trọng số  (với ), cùng với một bộ trọng số , sao cho mô hình được huấn luyện trên coreset sẽ xấp xỉ tốt mô hình được huấn luyện trên toàn bộ tập . Về mặt lý tưởng, hàm mất mát của coreset sẽ xấp xỉ hàm mất mát gốc:

Vai trò chính của coreset là giảm đáng kể chi phí tính toán (thời gian huấn luyện, yêu cầu bộ nhớ) trong khi vẫn duy trì được độ chính xác mong muốn của mô hình. Hình 1.1 minh họa ý tưởng này.
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Hình 1.1. Minh họa ý tưởng coreset. Từ toàn bộ điểm dữ liệu (chấm xám), phương pháp chọn một tập con nhỏ các điểm đại diện (điểm đỏ); mỗi điểm coreset mang một trọng số tương ứng với số điểm mà nó đại diện.
Tùy theo phạm vi mà bảo đảm xấp xỉ có hiệu lực, người ta phân biệt hai mức độ chặt chẽ của một coreset. Một coreset mạnh (strong coreset) đòi hỏi hàm mất mát có trọng số  xấp xỉ tốt hàm mất mát gốc  tại mọi giá trị tham số  trong miền xét , tức là bảo đảm xấp xỉ đúng trên toàn bộ không gian tham số. Cụ thể, với một sai số tương đối  cho trước, tập con có trọng số  được gọi là một -coreset nếu

Ngược lại, một coreset yếu (weak coreset) chỉ yêu cầu bảo đảm xấp xỉ trong một lân cận của nghiệm tối ưu, hoặc chỉ cần nghiệm thu được khi tối ưu trên  đủ gần nghiệm thu được khi tối ưu trên toàn bộ . Coreset mạnh cho bảo đảm tổng quát hơn nhưng thường khó xây dựng và có kích thước lớn hơn, trong khi coreset yếu dễ đạt hơn và đủ dùng khi mục tiêu chỉ là tìm nghiệm. Trong bối cảnh tăng tốc huấn luyện, điều thực sự quan trọng là coreset xấp xỉ tốt gradient dẫn dắt quá trình tối ưu dọc theo quỹ đạo huấn luyện, nên các phương pháp như CRAIG gần với tinh thần của coreset yếu hơn là đòi hỏi một xấp xỉ đều trên toàn bộ miền tham số.
Coreset được sử dụng theo hai mục tiêu khác nhau. Mục tiêu thứ nhất là rút gọn dữ liệu để lưu trữ và xử lý: người ta thay tập dữ liệu lớn bằng một tập con cô đọng có trọng số, rồi thực hiện một lần các phép phân tích hoặc tối ưu trên tập con đó thay vì trên toàn bộ dữ liệu. Cách dùng này phù hợp với những bài toán mà coreset chỉ cần được xây dựng một lần, chẳng hạn khi ước lượng tham số của một mô hình lồi hay khi phân cụm. Mục tiêu thứ hai, cũng là hướng mà đề án theo đuổi, là tăng tốc huấn luyện lặp: ở mỗi vòng của một thuật toán tối ưu dựa trên gradient, quá trình cập nhật tham số chỉ duyệt qua coreset thay vì toàn bộ tập dữ liệu, nhờ đó giảm chi phí tính toán trên mỗi vòng. Hai mục tiêu này chia sẻ cùng một ý tưởng nền tảng là thay thế dữ liệu gốc bằng một đại diện nhỏ gọn, nhưng khác nhau ở tần suất sử dụng coreset và do đó đặt ra những yêu cầu khác nhau về chi phí của chính bước xây dựng coreset.
Khái niệm coreset có nguồn gốc từ hình học tính toán (computational geometry), nơi nó được đề xuất để giải các bài toán hình học và phân cụm trên những tập điểm rất lớn bằng cách chỉ giữ lại một tóm lược có kích thước nhỏ nhưng vẫn đủ để trả lời truy vấn với sai số kiểm soát được [9]. Một đặc điểm cốt lõi khiến ý tưởng này có giá trị là kích thước của coreset có thể độc lập, hoặc gần như độc lập, với số điểm dữ liệu , mà phụ thuộc chủ yếu vào sai số cho phép  và độ phức tạp nội tại của bài toán, chẳng hạn số chiều của dữ liệu hay số tham số của mô hình. Nói cách khác, khi  tăng lên rất lớn thì kích thước coreset không nhất thiết tăng theo cùng tốc độ, nên tỉ lệ rút gọn càng lớn và lợi ích tính toán càng rõ. Chính đặc điểm này giải thích vì sao coreset trở thành một công cụ tự nhiên cho bối cảnh dữ liệu lớn, và về sau được mang từ hình học tính toán sang bài toán rút gọn dữ liệu huấn luyện trong học máy.
Trọng số  không phải là một chi tiết kỹ thuật tùy chọn mà là thành phần bắt buộc để coreset không bị chệch (unbiased). Nếu chỉ chọn tập con  rồi cộng trực tiếp  mà không nhân trọng số thì tổng này chỉ phản ánh khối lượng của riêng  và sẽ đánh giá thiếu một cách có hệ thống so với tổng gốc , đồng thời làm sai lệch tỉ lệ đóng góp giữa các vùng của tập dữ liệu. Mỗi điểm được chọn thực chất đứng thay cho một nhóm điểm quanh nó, nên phải được nhân với một trọng số phản ánh số lượng, hay khối lượng, điểm mà nó thay mặt; khi đó tổng có trọng số mới trở thành một ước lượng không chệch của tổng gốc. Tùy phương pháp, cách xác định trọng số khác nhau: với các phương pháp lấy mẫu không đều, trọng số thường được lấy bằng nghịch đảo xác suất chọn để bù lại việc các điểm được chọn với tần suất khác nhau; còn với các phương pháp dựa trên tính đại diện như CRAIG, trọng số  đếm số điểm mà điểm  đại diện tốt nhất. Nếu bỏ qua trọng số, ước lượng gradient trung bình trên coreset sẽ bị chệch và có thể kéo quá trình tối ưu đi lệch hướng, làm mất chính lợi ích mà coreset hướng tới.
[bookmark: Xd1c5ba36414ebc075794e06058f3ae50c03109e]Phân loại các phương pháp lựa chọn coreset
Các phương pháp lựa chọn coreset có thể được chia thành bốn nhóm chính, dựa trên cách xác định tính đại diện của điểm dữ liệu. Hình 1.2 tóm tắt bốn nhóm này.
[image: fig_1_2.png]
Hình 1.2. Sơ đồ phân loại các phương pháp lựa chọn coreset thành bốn nhóm. Đề án kết hợp nhóm hình học và nhóm dựa trên gradient (hai khối tô cam).
Nhóm thứ nhất dựa trên cấu trúc hình học của dữ liệu. Các phương pháp này khai thác phân bố không gian của các điểm để giữ lại những điểm định hình nên hình dạng của tập dữ liệu, tiêu biểu là coreset cho bài toán k-means và k-median [9], cho mô hình hỗn hợp Gauss [13], và các phương pháp dựa trên bao lồi.
Nhóm thứ hai dựa trên độ quan trọng của từng điểm. Mỗi điểm được gán một trọng số phản ánh mức ảnh hưởng của nó tới nghiệm, rồi coreset được lấy mẫu theo trọng số đó. Ngoài lấy mẫu theo độ nhạy, nhóm này còn có các phương pháp chọn điểm theo độ cong của hàm mất mát [7] hoặc theo độ khó của mẫu [21].
Nhóm thứ ba mô hình hóa tính đại diện và tính đa dạng bằng một hàm dưới mô-đun, rồi tối ưu bằng thuật toán tham lam [20]; hàm vị trí cơ sở là một ví dụ tiêu biểu của nhóm này.
Nhóm thứ tư dựa trên gradient: chọn tập con sao cho tổng gradient có trọng số của nó xấp xỉ tổng gradient của toàn bộ dữ liệu. Ngoài CRAIG [15] và CREST [24], hướng này còn được mở rộng bằng cách phân cụm gradient [3] hoặc tối thiểu hóa hàm mất mát bình phương [4].
Đề án nằm ở giao của hai nhóm cuối: dùng bao lồi trong không gian gradient để lọc ứng viên, rồi dùng bước tham lam dựa trên gradient của CRAIG để chọn coreset cuối cùng.
[bookmark: X523e568b517e2664b26cb1a17316f89d22cf82b]Lấy mẫu theo độ nhạy (sensitivity sampling)
Đây là một phương pháp xây dựng coreset cổ điển. Ý tưởng là gán cho mỗi điểm dữ liệu  một “độ nhạy” (sensitivity) , đại diện cho tầm quan trọng hoặc “đòn bẩy” (leverage) của điểm đó đối với bài toán. Các điểm có độ nhạy cao là những điểm có ảnh hưởng lớn nhất đến nghiệm cuối cùng.
Sau khi tính toán được độ nhạy, coreset được xây dựng bằng cách lấy mẫu ngẫu nhiên  điểm từ , trong đó xác suất chọn điểm  tỷ lệ thuận với độ nhạy của nó: . Mặc dù có bảo đảm lý thuyết cho một số bài toán cụ thể (như k-means), việc định nghĩa và tính toán độ nhạy cho các bài toán tối ưu lồi tổng quát hoặc cho mạng nơ-ron sâu là rất phức tạp.
[bookmark: X7011292d6b14ad1260aa2395d438656314cb877]Lựa chọn dựa trên hàm dưới mô-đun (submodular selection)
Một hướng tiếp cận khác là xem việc chọn coreset như một bài toán tối ưu hóa tổ hợp. Ta định nghĩa một hàm  đo lường chất lượng, sự đa dạng hoặc tính đại diện của một tập con .
Một hàm tập hợp  được gọi là dưới mô-đun (submodular) nếu nó có tính chất “lợi ích giảm dần” (diminishing returns). Tức là, lợi ích của việc thêm một phần tử  vào một tập con nhỏ  sẽ lớn hơn hoặc bằng lợi ích của việc thêm  vào một tập con lớn hơn :

với  là lợi ích cận biên.
Nhiều hàm đo lường sự đa dạng, như các hàm vị trí cơ sở (facility location), là các hàm dưới mô-đun. Bài toán tìm tập con  kích thước  để tối đa hóa  (vốn là NP-hard) có thể được xấp xỉ rất hiệu quả bằng một thuật toán tham lam đơn giản: bắt đầu với , và ở mỗi bước, thêm phần tử  có lợi ích cận biên  lớn nhất.
Chất lượng của thuật toán tham lam được phát biểu chính thức như sau. Định lý 1.1. Với một hàm dưới mô-đun đơn điệu không âm , tập con  do thuật toán tham lam chọn thỏa mãn , trong đó  là nghiệm tối ưu và  [17]. Nhờ bảo đảm này, thuật toán tham lam trở thành công cụ tiêu chuẩn cho các bài toán lựa chọn tập con dạng dưới mô-đun. Để giảm số lần đánh giá lợi ích cận biên, có thể dùng biến thể tham lam trì hoãn (lazy greedy): biến thể này khai thác tính lợi ích giảm dần để bỏ qua các phần tử chắc chắn không đạt lợi ích lớn nhất [14]. Tuy vậy, chi phí của bước lựa chọn vẫn tăng theo kích thước dữ liệu, và đây là điểm mà đề án tập trung cải thiện.
Để làm rõ hơn cơ sở của bảo đảm vừa nêu và cách hiện thực nó một cách hiệu quả, phần dưới đây phân tích kỹ ba khía cạnh: các điều kiện mà hàm mục tiêu cần thỏa mãn, trực giác của tỷ lệ , và cơ chế tăng tốc bước tham lam.
Bên cạnh tính dưới mô-đun, bảo đảm  ở Định lý 1.1 còn đòi hỏi hàm mục tiêu có thêm hai tính chất. Thứ nhất là tính chuẩn hóa: , nghĩa là tập rỗng không mang lại giá trị nào và mọi giá trị của hàm được đo tương đối so với điểm xuất phát này. Thứ hai là tính đơn điệu (monotone): việc mở rộng tập con không bao giờ làm giảm giá trị hàm,

Một cách tương đương, tính đơn điệu nói rằng mọi lợi ích cận biên đều không âm,  với mọi  và mọi . Hai tính chất này bảo đảm giá trị  ở vế phải bất đẳng thức là một đại lượng không âm và không giảm theo kích thước tập chọn, nhờ đó tỷ lệ xấp xỉ  mới có ý nghĩa và bài toán tối đa hóa mới được đặt đúng [17].
Hàm vị trí cơ sở là ví dụ tiêu biểu thỏa mãn đồng thời cả ba yêu cầu trên (dưới mô-đun, đơn điệu và chuẩn hóa). Với mỗi cặp điểm , gọi  là độ tương đồng giữa chúng, hàm có dạng

Về mặt trực giác, mỗi điểm  trong toàn bộ tập dữ liệu được “đại diện” bởi phần tử giống nó nhất trong tập chọn , và số hạng  chính là mức độ đại diện tốt nhất mà  dành cho . Tổng trên toàn bộ  do đó đo mức độ bao phủ của  đối với dữ liệu:  nhận giá trị lớn khi mọi điểm đều tìm được một đại diện gần gũi trong , và đó là lý do hàm này ưu tiên những tập con vừa đại diện tốt vừa trải rộng khắp dữ liệu. Với quy ước lấy  trên tập rỗng bằng , ta có ngay , tức hàm được chuẩn hóa. Hàm cũng đơn điệu vì khi thêm một phần tử vào , mỗi số hạng  chỉ có thể giữ nguyên hoặc tăng lên, không bao giờ giảm. Cuối cùng, tính dưới mô-đun đến từ chỗ một phần tử mới chỉ tạo ra lợi ích ở những điểm  mà nó đại diện tốt hơn đại diện sẵn có; khi  đã lớn, số điểm như vậy ít dần đi, nên lợi ích cận biên giảm theo đúng đặc trưng “lợi ích giảm dần” [20].
Có thể hình dung trực giác đằng sau tỷ lệ  qua diễn tiến của bước tham lam. Ký hiệu  là tập chọn sau  bước và  là nghiệm tối ưu kích thước . Tính dưới mô-đun cùng tính đơn điệu bảo đảm rằng ở mỗi bước, phần tử tốt nhất luôn thu hẹp được ít nhất một phần tỷ lệ với khoảng cách còn lại tới tối ưu:

Nói cách khác, mỗi lần thêm một phần tử, thuật toán “lấp” được ít nhất  phần khoảng trống giữa giá trị hiện tại và giá trị tối ưu. Đặt  là khoảng trống đó, bất đẳng thức trên tương đương với , tức khoảng trống co lại theo cấp số nhân sau mỗi bước. Vì  (do ), sau  bước ta được , dẫn tới . Chính cơ chế thu hẹp khoảng trống đều đặn này giải thích vì sao một chiến lược cục bộ, ở mỗi bước chỉ nhìn vào lợi ích cận biên trước mắt, lại đạt được một bảo đảm mang tính toàn cục [17].
Chi phí chủ yếu của bước tham lam nằm ở chỗ, tại mỗi vòng, về nguyên tắc phải tính lại lợi ích cận biên  cho mọi ứng viên  chưa được chọn, một khối lượng công việc lớn khi tập ứng viên có kích thước lớn. Biến thể tham lam trì hoãn (lazy greedy) khai thác chính tính lợi ích giảm dần để tránh phần lớn các lần tính lại này [14]. Do tính dưới mô-đun, lợi ích cận biên của một phần tử chỉ có thể giảm khi tập chọn lớn dần; vì thế giá trị  đã tính ở một vòng trước luôn là một chặn trên cho lợi ích cận biên thực của  ở các vòng sau. Thuật toán vì vậy duy trì một hàng đợi ưu tiên lưu các phần tử cùng chặn trên lợi ích của chúng, sắp xếp theo thứ tự giảm dần. Ở mỗi vòng, nó chỉ lấy phần tử ở đỉnh hàng đợi và tính lại lợi ích cận biên hiện thời của riêng phần tử này; nếu giá trị vừa tính vẫn không nhỏ hơn chặn trên (đã lưu) của phần tử đứng kế tiếp trong hàng đợi, thì theo tính chất chặn trên, phần tử ở đỉnh chắc chắn là phần tử có lợi ích cận biên lớn nhất và được chọn ngay mà không cần chạm tới các ứng viên còn lại. Ngược lại, phần tử này được cập nhật lại giá trị và đưa trở về đúng vị trí trong hàng đợi, rồi lặp lại quá trình. Nhờ vậy, mỗi vòng thường chỉ cần một vài lần đánh giá hàm thay vì phải quét toàn bộ tập ứng viên, giúp giảm đáng kể chi phí thực tế trong khi vẫn cho kết quả trùng khớp với bước tham lam thông thường [20].
[bookmark: phương-pháp-craig]Phương pháp CRAIG
Phương pháp CRAIG (Coresets for Accelerating Incremental Gradient descent) là một ví dụ tiêu biểu của việc áp dụng hàm dưới mô-đun vào lựa chọn coreset để huấn luyện hiệu quả.
Ý tưởng của CRAIG là chọn một tập con  có trọng số  sao cho gradient của coreset xấp xỉ tốt nhất gradient của toàn bộ tập dữ liệu. Tức là, CRAIG tìm cách cực tiểu hóa sai số xấp xỉ gradient trên toàn bộ không gian tham số :

Bài báo CRAIG chỉ ra rằng việc cực tiểu hóa một chặn trên (upper bound) của biểu thức này tương đương với việc tối đa hóa một hàm vị trí cơ sở (vốn là một hàm dưới mô-đun):

trong đó “sự tương đồng”  được suy ra từ khoảng cách gradient , chẳng hạn  với  là hằng số đủ lớn để .
Do đó, CRAIG sử dụng thuật toán tham lam để xây dựng coreset: ở mỗi bước, chọn điểm dữ liệu mới  sao cho nó đại diện tốt nhất (giống nhất) cho nhiều điểm  chưa được bao phủ tốt trong .
Đối với các mô hình mạng nơ-ron sâu, việc tính toán gradient đầy đủ là không khả thi. CRAIG đề xuất một phương pháp xấp xỉ hiệu quả: chỉ sử dụng gradient của hàm mất mát đối với logits (đầu vào của lớp tuyến tính cuối cùng), tức là , để đo khoảng cách.
[bookmark: một-số-phương-pháp-coreset-hiện-đại]Một số phương pháp coreset hiện đại
Trên nền tảng của CRAIG, nhiều phương pháp lựa chọn coreset gần đây đã mở rộng phạm vi áp dụng và cải thiện chất lượng coreset được chọn.
CREST [24] mở rộng hướng tiếp cận của CRAIG sang các mô hình phi lồi. Thay vì giả định hàm mất mát là lồi, CREST xấp xỉ cục bộ hàm mất mát bằng các hàm bậc hai và lựa chọn coreset theo từng vòng. Phương pháp này còn loại bỏ dần các điểm dữ liệu đã được mô hình học tốt để tập trung vào những điểm khó, nhờ đó giảm chi phí huấn luyện mà gần như không làm giảm độ chính xác.
RCS [23] áp dụng coreset cho bài toán học tương phản đối kháng (adversarial contrastive learning). Phương pháp này chọn các điểm dữ liệu sao cho sai khác biểu diễn giữa dữ liệu gốc và dữ liệu bị tấn công là nhỏ nhất, qua đó giúp mô hình giữ được tính bền vững trước nhiễu đối kháng.
TAGCOS [25] áp dụng coreset cho quá trình tinh chỉnh theo chỉ dẫn (instruction tuning) của các mô hình ngôn ngữ lớn (Large Language Model – LLM). Phương pháp này dùng gradient làm đặc trưng để phân cụm dữ liệu, rồi chọn các điểm dữ liệu đại diện không phụ thuộc nhiệm vụ (task-agnostic).
Điểm chung của các phương pháp trên là dùng gradient làm đặc trưng để đánh giá tầm quan trọng của từng điểm dữ liệu. Tuy nhiên, giống như CRAIG, chúng vẫn dựa vào quá trình lựa chọn tốn kém trên toàn bộ tập dữ liệu. Đây là động lực để đề án thu hẹp không gian tìm kiếm bằng góc nhìn hình học của bao lồi.
Bên cạnh ba phương pháp tiêu biểu trên, một số hướng gần đây đánh giá điểm dữ liệu theo những tín hiệu khác nhau. Nhánh thứ nhất vẫn dùng gradient làm đặc trưng nhưng thay đổi cách khai thác. Chai và cộng sự [3] phân cụm các gradient rồi chọn đại diện cho từng cụm, dựa trên nhận xét rằng những điểm có gradient gần nhau đóng góp gần như nhau vào bước cập nhật, nên chỉ cần giữ lại một số ít đại diện của mỗi cụm là đủ để tái tạo gradient trung bình của toàn cụm. Cách làm này cho coreset đa dạng và ổn định hơn so với việc chọn tham lam thuần túy, đồng thời dễ song song hóa; đổi lại, chất lượng coreset phụ thuộc nhiều vào bước phân cụm trong không gian gradient nhiều chiều, và bản thân việc phân cụm cũng phát sinh chi phí đáng kể. Theo một hướng khác, Chen và cộng sự [4] không khớp gradient mà đặt việc chọn coreset thành bài toán tối thiểu hóa sai khác bình phương giữa hàm mất mát trên coreset và hàm mất mát trên toàn bộ dữ liệu. Ưu điểm là tiêu chí lựa chọn gắn thẳng với đại lượng ta thực sự quan tâm là giá trị hàm mất mát, thay vì thông qua một chặn trên trung gian; hạn chế là bài toán bình phương này nhạy với các điểm ngoại lai và thường phải giải lại mỗi khi tham số mô hình thay đổi.
Nhánh thứ hai không chấm điểm theo mức đóng góp vào gradient trung bình, mà theo mức độ khó hoặc lượng thông tin mà mỗi mẫu mang lại. Garg và cộng sự [7] dựa vào độ cong của hàm mất mát quanh mỗi điểm: những điểm nằm ở vùng có độ cong lớn được xem là ảnh hưởng mạnh tới nghiệm và được ưu tiên giữ lại. Xia và cộng sự [21] đo độ khó của mẫu, chẳng hạn qua giá trị hàm mất mát hoặc mức độ mô hình còn dự đoán sai, rồi loại bỏ dần những mẫu dễ đã được học tốt để dành ngân sách coreset cho các mẫu khó và giàu thông tin hơn. Điểm mạnh của nhánh này là giữ lại đúng những mẫu quyết định ranh giới phân lớp, nhờ đó một coreset nhỏ vẫn có sức phân biệt cao; điểm yếu là các mẫu khó thường trùng với mẫu nhiễu hoặc bị gán nhãn sai, nên nếu không lọc cẩn thận, coreset có thể khuếch đại nhiễu và khiến mô hình kém ổn định.
Như vậy, bên cạnh gradient vốn là đặc trưng chung của các phương pháp kể trên, các nhánh vừa trình bày cho thấy tín hiệu dùng để đánh giá tầm quan trọng của điểm dữ liệu có thể đa dạng hơn: lấy trực tiếp từ hàm mất mát, hoặc từ độ khó và độ cong của mẫu. Tuy vậy, dù dựa trên tín hiệu nào, các phương pháp này đều chia sẻ một đặc điểm chung: để xếp hạng và chọn ra tập con, trước tiên chúng phải tính đặc trưng và chấm điểm cho gần như mọi điểm trên toàn bộ tập dữ liệu, nên phần lớn chi phí của bước lựa chọn coreset đến từ chính lần quét toàn bộ dữ liệu này. Đây cũng là lý do cần nhìn nhận chi phí của bước lựa chọn như một yếu tố tách bạch với chất lượng xấp xỉ, điều được phân tích ở tiểu mục tiếp theo.
[bookmark: X735f371ad527b04c97925ad469b38360558f35b]Chi phí lựa chọn và sự đánh đổi của coreset
Chất lượng của một coreset thường được đánh giá qua mức xấp xỉ: coreset càng làm cho tổng gradient có trọng số gần với tổng gradient của toàn bộ dữ liệu thì càng tốt. Tuy nhiên, mức xấp xỉ không phải là yếu tố duy nhất, vì bản thân bước lựa chọn coreset cũng tốn chi phí tính toán, và chi phí này quyết định lợi ích thực tế của phương pháp.
Giữa hai yếu tố này tồn tại một sự đánh đổi. Một phương pháp tìm kiếm càng kỹ thì coreset thu được càng đại diện, nhưng chi phí lựa chọn càng lớn. Với mô hình lồi [1], coreset chỉ cần chọn một lần nên chi phí này ít quan trọng. Nhưng với mô hình phi lồi, gradient thay đổi theo tham số nên coreset phải được chọn lại định kỳ trong quá trình huấn luyện, khiến chi phí lựa chọn tích lũy và có thể lấn át phần thời gian tiết kiệm được. Vì vậy, một phương pháp tốt cần cân bằng giữa mức xấp xỉ và chi phí lựa chọn. Đây chính là hướng tiếp cận của đề án: giữ mức xấp xỉ ở mức hợp lý trong khi giảm chi phí của bước lựa chọn. Các đại lượng dùng để đánh giá cụ thể sự đánh đổi này được trình bày chi tiết ở Chương 3.
[bookmark: tối-ưu-hóa-dựa-trên-gradient]Tối ưu hóa dựa trên gradient
[bookmark: Xf1dfc6f413504690c82f5c372acc40e82ed57f5]Bài toán tối ưu dạng tổng và phương pháp gradient tăng dần
Hầu hết các mô hình học máy được huấn luyện bằng cách cực tiểu hóa một hàm mục tiêu có dạng tổng hữu hạn trên toàn bộ tập dữ liệu:

trong đó mỗi  là phần đóng góp của điểm dữ liệu thứ  vào hàm mất mát (ở đây tạm bỏ qua thành phần điều chuẩn để làm rõ cấu trúc tổng). Do gradient cũng là một tổng, , mỗi bước cập nhật theo gradient đầy đủ đòi hỏi duyệt qua toàn bộ  điểm và tốn chi phí ; khi  lớn, đây trở thành nút thắt tính toán. Phương pháp gradient tăng dần (incremental gradient – IG) khắc phục điều này bằng cách chia nhỏ bước cập nhật: thay vì tính tổng gradient trên tất cả  điểm, mỗi bước chỉ dùng gradient của một (hoặc một số ít) điểm dữ liệu và lần lượt đi qua từng thành phần  của tổng. Nhờ đó tham số được cập nhật thường xuyên hơn với chi phí mỗi bước độc lập với .
Một đặc điểm quyết định tới hành vi của phương pháp gradient tăng dần là thứ tự duyệt các thành phần . Với cách duyệt tuần hoàn (cyclic), thuật toán đi qua các điểm dữ liệu theo một trật tự cố định và lặp lại trật tự đó qua từng vòng; cách này đơn giản nhưng tốc độ hội tụ nhạy cảm với trật tự sắp xếp và trong trường hợp bất lợi có thể chậm [2]. Với cách duyệt ngẫu nhiên, thứ tự các điểm được xáo trộn lại ở mỗi vòng, giúp làm giảm ảnh hưởng của một trật tự cố định và thường cho hội tụ ổn định hơn trong thực tế. Các phân tích hội tụ cho phương pháp (dưới) gradient tăng dần chỉ ra rằng tốc độ hội tụ phụ thuộc chặt chẽ vào cách giảm bước học theo thời gian và vào thứ tự duyệt này [16, 2].
Một hướng cải tiến quan trọng là phương pháp gradient tăng dần gộp (incremental aggregated gradient – IAG). Thay vì chỉ dùng gradient của điểm hiện tại, IAG duy trì và cộng dồn các gradient đã tính gần nhất của mọi thành phần, rồi cập nhật tham số theo tổng gộp đó; mỗi bước chỉ làm mới gradient của một điểm nhưng vẫn tận dụng thông tin của toàn bộ tổng. Nhờ cơ chế này, với hàm mục tiêu lồi mạnh và bước học đủ nhỏ, IAG đạt tốc độ hội tụ tuyến tính, nhanh hơn hẳn so với gradient tăng dần cơ bản vốn chỉ hội tụ dưới tuyến tính [8]. Có thể thấy các phương pháp giảm phương sai được trình bày ở phần sau cũng chia sẻ chung tinh thần này: khai thác lại gradient đã lưu để bù đắp cho việc mỗi bước chỉ nhìn thấy một phần của tổng.
Chính họ phương pháp gradient tăng dần nêu trên là đối tượng mà CRAIG hướng tới tăng tốc. Tên đầy đủ của phương pháp, “Coresets for Accelerating Incremental Gradient descent”, phản ánh trực tiếp ý tưởng đó: thay vì để thuật toán tăng dần duyệt qua toàn bộ  thành phần của tổng trong [eq:tong_huu_han], CRAIG chọn ra một coreset  nhỏ cùng bộ trọng số  sao cho tổng gradient có trọng số trên  xấp xỉ tổng gradient trên toàn bộ dữ liệu [15]. Khi đó mỗi vòng huấn luyện chỉ cần duyệt qua  điểm của coreset thay cho  điểm, nhờ đó giảm số lần tính gradient trên mỗi vòng mà vẫn giữ được hướng cập nhật gần như không đổi. Đây là cầu nối giữa bài toán tối ưu dạng tổng ở mục này và cơ chế lựa chọn coreset dựa trên gradient, mà cơ sở tối ưu và phân tích chi tiết của nó sẽ được trình bày ở chương tiếp theo.
[bookmark: thuật-toán-hạ-gradient-ngẫu-nhiên-sgd]Thuật toán hạ gradient ngẫu nhiên (SGD)
Thuật toán hạ gradient ngẫu nhiên (Stochastic Gradient Descent – SGD) là phương pháp lặp phổ biến nhất để tối ưu hóa các hàm mục tiêu dạng tổng. Thay vì tính toán gradient đầy đủ  (tốn  chi phí), ở mỗi bước , SGD chỉ lấy một mẫu ngẫu nhiên (hoặc một mini-batch)  và cập nhật tham số theo hướng ngược lại của gradient ngẫu nhiên:

với  là tốc độ học (learning rate).
Ưu điểm của SGD là chi phí mỗi vòng lặp rất thấp (), cho phép nó thực hiện nhiều cập nhật nhanh chóng. Tuy nhiên, nhược điểm là gradient ngẫu nhiên có phương sai (variance) cao, khiến quá trình hội tụ bị dao động mạnh và thường chậm hơn ở giai đoạn cuối.
[bookmark: các-biến-thể-cải-tiến-svrg-saga]Các biến thể cải tiến (SVRG, SAGA)
Để giải quyết vấn đề phương sai cao của SGD, các phương pháp giảm phương sai đã được đề xuất.
· SVRG (Stochastic Variance Reduced Gradient): SVRG giảm phương sai bằng cách sử dụng một “snapshot” (ảnh chụp nhanh) của tham số  và gradient đầy đủ  tại điểm đó. Công thức cập nhật trong mỗi vòng lặp nội (inner loop) là:

· Biểu thức này là một ước lượng không chệch (unbiased) của gradient đầy đủ, nhưng có phương sai thấp hơn nhiều khi  tiến gần đến . SVRG yêu cầu tính toán gradient đầy đủ định kỳ, thường là sau mỗi epoch nội.
· SAGA: SAGA cũng là một phương pháp giảm phương sai nhưng tránh việc phải tính gradient đầy đủ. Thay vào đó, nó duy trì một bảng  lưu trữ gradient gần nhất đã được tính cho mỗi điểm dữ liệu. Công thức cập nhật là:

· Sau đó,  trong bảng được cập nhật thành . SAGA hội tụ nhanh nhưng yêu cầu bộ nhớ rất lớn () để lưu trữ toàn bộ bảng gradient.
Ngoài SGD lấy một điểm và gradient đầy đủ lấy toàn bộ  điểm, trong thực tế người ta thường dùng mini-batch SGD như một lựa chọn trung hòa giữa hai thái cực này. Ở mỗi bước, thay vì một điểm , thuật toán lấy một lô ngẫu nhiên  gồm  điểm và cập nhật theo gradient trung bình trên lô:

Vì gradient trên lô là trung bình của  ước lượng độc lập, phương sai của nó giảm xấp xỉ theo tỉ lệ  so với SGD một điểm, nhờ đó quỹ đạo cập nhật ổn định hơn và cho phép dùng tốc độ học lớn hơn. Ngoài ra, các gradient trong cùng một lô có thể được tính đồng thời, nên mini-batch SGD tận dụng tốt khả năng tính toán song song của phần cứng hiện đại như GPU. Kích thước lô  do đó là một tham số đánh đổi: lô lớn làm giảm phương sai và tăng hiệu suất phần cứng, nhưng mỗi bước tốn nhiều tính toán hơn và số lần cập nhật trên một epoch giảm đi.
Song song với việc giảm phương sai, một hướng cải tiến khác tác động trực tiếp lên hướng và độ dài của bước cập nhật. Phương pháp quán tính (momentum) tích lũy các gradient trong quá khứ thành một hướng di chuyển có đà, giúp dập bớt dao động theo những phương đổi dấu liên tục và tăng tốc theo những phương gradient nhất quán. Các phương pháp thích nghi tốc độ học, tiêu biểu là Adam, còn điều chỉnh riêng bước cập nhật cho từng thành phần tham số dựa trên thống kê gradient trong quá khứ, nhờ đó giảm sự nhạy cảm với việc chọn tốc độ học và xử lý tốt các gradient có độ lớn không đồng đều. Những kỹ thuật này được dùng rất phổ biến khi huấn luyện các mô hình phi lồi như mạng nơ-ron sâu; chúng độc lập với việc chọn tập dữ liệu nên có thể kết hợp trực tiếp với coreset.
Nhóm phương pháp giảm phương sai kể trên còn có một tiền thân đáng chú ý là SAG (stochastic average gradient) [18]. Giống SAGA, SAG duy trì một bảng lưu gradient gần nhất của mỗi điểm và dùng trung bình của bảng để ổn định hướng cập nhật, nhưng ước lượng gradient của SAG là chệch (biased); SAGA [5] về sau chỉnh lại thành ước lượng không chệch, đổi lại vẫn giữ chi phí bộ nhớ  của bảng gradient. Trong khi đó, SVRG [11] chọn cách đánh đổi ngược lại: không lưu bảng mà tính lại gradient đầy đủ theo định kỳ, nhờ vậy tiết kiệm bộ nhớ nhưng phải quét toàn bộ dữ liệu sau mỗi chu kỳ. Như vậy, giữa các biến thể tồn tại một phổ đánh đổi giữa bộ nhớ và chi phí tính toán.
Điểm chung của mọi biến thể trên là chúng chỉ giảm phương sai của gradient ngẫu nhiên trên một tập dữ liệu cố định, chứ không làm giảm số điểm phải xử lý: mỗi epoch vẫn phải duyệt qua toàn bộ  điểm, dù để lấp đầy và cập nhật bảng gradient hay để tính lại gradient đầy đủ. Do đó chi phí mỗi epoch vẫn tỉ lệ với  và trở thành nút thắt khi  rất lớn. Đây chính là chỗ mà coreset bổ trợ cho các phương pháp này theo một hướng khác: thay vì cải thiện cách sử dụng gradient, coreset giảm trực tiếp số điểm phải xử lý ở mỗi vòng bằng cách chỉ giữ lại một coreset có trọng số đại diện cho toàn bộ dữ liệu. Nhờ tính bổ trợ đó, coreset có thể dùng chung với mini-batch SGD, quán tính hay các phương pháp giảm phương sai để cùng rút ngắn thời gian huấn luyện.
[bookmark: lý-thuyết-hội-tụ]Lý thuyết hội tụ
Lý thuyết hội tụ cho các thuật toán tối ưu này phụ thuộc vào tính chất của hàm .
· Hàm lồi (convex): SGD hội tụ với tốc độ  (cận tối ưu).
· Hàm lồi mạnh (strongly convex): SGD hội tụ tuyến tính () nhưng chỉ hội tụ đến một “vùng lân cận” (noise ball) quanh điểm tối ưu, do phương sai cố hữu. Các phương pháp SVRG và SAGA có thể đạt được hội tụ tuyến tính thực sự đến điểm tối ưu.
· Hàm phi lồi (non-convex, ví dụ mạng nơ-ron sâu): Các thuật toán này được đảm bảo sẽ hội tụ đến một điểm dừng (stationary point), tại đó norm của gradient gần bằng 0 ().
Các phương pháp coreset như CRAIG được chứng minh là có thể duy trì các tốc độ hội tụ này, trong khi giảm đáng kể chi phí tính toán trên mỗi epoch.
[bookmark: lý-thuyết-về-bao-lồi-convex-hull]Lý thuyết về bao lồi (convex hull)
[bookmark: định-nghĩa-và-tính-chất-hình-học]Định nghĩa và tính chất hình học
Bao lồi (convex hull) của một tập hợp các điểm  trong không gian , ký hiệu là , được định nghĩa là tập hợp lồi nhỏ nhất chứa tất cả các điểm trong .
Về mặt toán học, nó là tập hợp của tất cả các tổ hợp lồi (convex combinations) của các điểm trong :

Về mặt hình học, ta có thể tưởng tượng bao lồi như một sợi dây thun được kéo căng để bao bọc xung quanh toàn bộ các điểm . Các điểm  nằm trên ranh giới của bao lồi, tạo thành các góc của khối đa diện, được gọi là các đỉnh (vertices) của bao lồi.
[bookmark: Xf5f8222121e809284e4fe04921360ecdd05e5e8]Điểm cực biên, siêu phẳng tựa và thuật toán tính bao lồi
Trong số các điểm nằm trên biên của bao lồi, có một lớp điểm giữ vai trò cốt lõi là các điểm cực biên (extreme point). Một điểm  được gọi là điểm cực biên của  nếu nó không thể viết được thành tổ hợp lồi của những điểm khác trong tập, tức là không tồn tại hai điểm phân biệt  và số  sao cho . Nói cách khác, điểm cực biên nằm ở “góc” của khối lồi và không nằm bên trong đoạn thẳng nối bất kỳ hai điểm nào khác của khối. Đối với một tập điểm hữu hạn, tập các điểm cực biên trùng đúng với tập các đỉnh của bao lồi đã nêu ở tiểu mục trước.
Một cách phát biểu tương đương và trực quan hơn dựa trên khái niệm siêu phẳng tựa (supporting hyperplane). Điểm  là điểm cực biên khi và chỉ khi tồn tại một siêu phẳng đi qua  sao cho toàn bộ tập  nằm gọn về một phía của nó. Cụ thể, tồn tại vector pháp tuyến  và số  sao cho

Siêu phẳng  chỉ “chạm” vào tập tại điểm  mà không cắt qua phần trong của khối lồi. Chính vì mỗi đỉnh đều có một hướng  riêng để nó trở thành điểm xa nhất của tập, các điểm cực biên là những điểm “nhô ra” nhất theo một hướng nào đó, trong khi mọi điểm không phải cực biên đều bị kẹp giữa các đỉnh và không có siêu phẳng tựa của riêng mình.
Việc xác định tập điểm cực biên của một tập điểm cho trước là bài toán cơ bản của hình học tính toán, và đã có nhiều thuật toán chính xác hiệu quả trong không gian số chiều thấp. Trong mặt phẳng (), thuật toán quét Graham (Graham scan) sắp xếp các điểm theo góc cực rồi duyệt một lượt để loại dần những điểm không phải đỉnh, đạt độ phức tạp ; thuật toán gói quà (gift wrapping, còn gọi là Jarvis march) lần lượt “bọc” quanh tập điểm giống như gói một món quà, với chi phí  trong đó  là số đỉnh của bao lồi; thuật toán Quickhull theo chiến lược chia để trị đạt  trong trường hợp trung bình [10]. Khi  nhỏ so với , các thuật toán này cho phép rút gọn tập dữ liệu xuống một số ít đỉnh với chi phí gần tuyến tính, nên bao lồi là một công cụ rút gọn rất hiệu quả trong không gian hai hoặc ba chiều.
Tuy nhiên, sức mạnh rút gọn của bao lồi phụ thuộc chặt chẽ vào số chiều. Trong mặt phẳng, các đỉnh thường chỉ chiếm một phần nhỏ của tập điểm, tạo thành một đường biên mảnh bao quanh dữ liệu, nên tập đỉnh nhỏ hơn hẳn tập gốc. Khi số chiều tăng, tỷ lệ điểm nằm trên biên của bao lồi lại có xu hướng tăng nhanh: ngày càng nhiều điểm trở thành điểm cực biên, khiến tập đỉnh không còn nhỏ so với tập gốc và làm mất dần lợi thế cô đọng. Kết quả là ở số chiều cao, việc tính bao lồi chính xác không những khó khả thi mà còn kém hữu ích, nên buộc phải chuyển sang các phương pháp xấp xỉ; phần phân tích chi tiết về chi phí tính toán, lời nguyền số chiều và các kỹ thuật xấp xỉ tương ứng được trình bày ở Chương 2.
[bookmark: X3bd9f7aea9836f4bc7129e51c2cbf2d8ac7d3ac]Vai trò trong biểu diễn và rút gọn dữ liệu
Lý thuyết bao lồi cung cấp một cách rút gọn dữ liệu dựa trên cấu trúc hình học. Một tính chất cơ bản là mọi điểm  bên trong bao lồi  đều có thể được biểu diễn dưới dạng một tổ hợp lồi của các đỉnh của nó.
Áp dụng điều này vào học máy, nếu chúng ta xem tập hợp gradient của tất cả các điểm dữ liệu trong một lớp () là tập , thì các đỉnh của  đại diện cho các gradient cực biên (extreme) nhất của lớp đó.
Tổng gradient của toàn bộ lớp (hoặc gradient trung bình) là một điểm nằm bên trong bao lồi này. Do đó, thay vì sử dụng tất cả các điểm, chúng ta chỉ cần xác định các đỉnh của bao lồi. Tập hợp các đỉnh này tạo thành một coreset hình học, có khả năng biểu diễn toàn bộ tập dữ liệu gốc một cách rất cô đọng. Đây chính là cơ sở lý thuyết cho việc sử dụng bao lồi trong lựa chọn coreset: tập các đỉnh của bao lồi tạo thành một tập ứng viên giàu thông tin, có thể dùng để thu hẹp không gian tìm kiếm cho các thuật toán dựa trên hàm dưới mô-đun như CRAIG. Góc nhìn về điểm cực biên còn giúp giải thích vì sao, trong học máy, những điểm nằm ở rìa của tập gradient lại đáng được chú ý. Theo đúng định nghĩa nêu trên, một gradient cực biên là gradient không tái tạo được bằng tổ hợp lồi của các gradient còn lại; nó mang một hướng cập nhật mà không mẫu nào khác cung cấp được. Ngược lại, gradient của một điểm nằm sâu bên trong là “bản pha trộn” của các hướng đã có, nên phần lớn thông tin nó mang theo là dư thừa. Các gradient cực biên thường ứng với những mẫu không điển hình hoặc khó phân loại, những mẫu định hình phần rìa của phân phối và do đó có ảnh hưởng lớn tới ranh giới quyết định. Vì mỗi điểm cực biên đóng góp một hướng cập nhật riêng, một tập nhỏ gồm các điểm cực biên có thể bảo toàn được sự đa dạng của các hướng gradient trong khi loại bỏ phần lớn các mẫu dư thừa ở vùng trung tâm.
Đây là nền tảng cho phương pháp cải tiến CRAIG-CH được trình bày trong chương tiếp theo.
[bookmark: kết-luận-chương]Kết luận chương
Chương này đã trình bày ba khối kiến thức cơ bản: (1) các phương pháp xây dựng coreset, tập trung vào CRAIG (dựa trên hàm dưới mô-đun và xấp xỉ gradient); (2) các thuật toán tối ưu cơ bản (SGD) và nâng cao (SVRG, SAGA) dùng để huấn luyện; và (3) lý thuyết bao lồi, cung cấp một nền tảng hình học để xác định các đỉnh mang tính đại diện của tập dữ liệu.
Cơ sở lý luận này dẫn tới hướng nghiên cứu trung tâm của đề án: kết hợp phương pháp lựa chọn coreset dựa trên tối ưu hóa (CRAIG) với góc nhìn hình học của bao lồi nhằm giảm chi phí tính toán của CRAIG mà vẫn giữ được chất lượng của coreset. Các chương tiếp theo sẽ trình bày phương pháp cải tiến này (CRAIG-CH) và thiết kế các thí nghiệm để đánh giá nó về tốc độ, độ chính xác và sai số xấp xỉ gradient khi huấn luyện các mô hình học máy.
[bookmark: cải-tiến-craig-bằng-bao-lồi]CẢI TIẾN CRAIG BẰNG BAO LỒI
Từ cơ sở lý luận được trình bày trong Chương 1, có thể thấy CRAIG là một phương pháp lựa chọn coreset dựa trên việc tối ưu hóa hàm dưới mô-đun để xấp xỉ gradient toàn cục. Tuy nhiên, phương pháp này vẫn còn hạn chế, chủ yếu về chi phí tính toán khi áp dụng trên các tập dữ liệu lớn.
Chương này trình bày một cải tiến gọi là CRAIG-CH (CRAIG with Convex Hull), nhằm khắc phục hạn chế nói trên. Ý tưởng cốt lõi là kết hợp khả năng tối ưu hóa độ bao phủ của CRAIG với khả năng chọn điểm cực biên của lý thuyết bao lồi. Thay vì để CRAIG tìm kiếm trên toàn bộ tập dữ liệu, đề án dùng một xấp xỉ của bao lồi để lọc ra một tập ứng viên giàu thông tin, nhờ đó thuật toán tham lam của CRAIG hoạt động hiệu quả và nhanh hơn.
[bookmark: phương-pháp-craig-1]Phương pháp CRAIG
[bookmark: phân-tích-phương-pháp-craig]Phân tích phương pháp CRAIG
CRAIG (Coresets for Accelerating Incremental Gradient descent) là một phương pháp xây dựng coreset tổng quát, được thiết kế để tăng tốc các thuật toán IG (Incremental Gradient). Ý tưởng cốt lõi của CRAIG là tìm một tập con có trọng số  sao cho tổng gradient có trọng số của nó xấp xỉ tốt nhất tổng gradient của toàn bộ tập dữ liệu . Mục tiêu này được phát biểu bằng bài toán tối ưu sau:

trong đó  là vector tham số của mô hình,  là không gian tham số,  là hàm mất mát trên mẫu dữ liệu ,  là trọng số của mẫu  trong coreset, và  là sai số xấp xỉ cho phép.
Việc giải trực tiếp bài toán này là bất khả thi, vì nó đòi hỏi tính gradient trên toàn bộ không gian tham số , một công việc còn tốn kém hơn cả việc huấn luyện mô hình. Hơn nữa, việc tìm tập con tối ưu  là một bài toán NP-khó.
CRAIG vượt qua thách thức này bằng một bước chuyển đổi lý thuyết. Thay vì tối thiểu hóa trực tiếp sai số gradient, thuật toán tối thiểu hóa một cận trên của sai số này. Bằng bất đẳng thức tam giác, sai số được chặn trên bởi:

với  được định nghĩa là số lượng điểm dữ liệu trong  có gradient gần với gradient của điểm  nhất. Vế phải của bất đẳng thức là tổng các khoảng cách tối thiểu từ mỗi điểm trong tập dữ liệu đến một điểm trong coreset, xét trong không gian gradient.
Để loại bỏ sự phụ thuộc vào , CRAIG định nghĩa khoảng cách  giữa hai điểm dữ liệu  và  là chuẩn lớn nhất của hiệu gradient của chúng trên toàn bộ không gian tham số:

Bài toán tối ưu ban đầu được chuyển thành việc tối thiểu hóa hàm mục tiêu

Đây là bài toán tương đương với bài toán medoid (tìm phần tử đại diện) trong không gian gradient.
Điểm mấu chốt của CRAIG là chỉ ra rằng việc tối thiểu hóa  tương đương với việc tối đa hóa một hàm dưới mô-đun có tên là hàm vị trí cơ sở (facility location), được định nghĩa là

trong đó  là một phần tử phụ trợ và  là một hằng số. Cách phát biểu này tương đương với dạng độ tương đồng  đã nêu ở Chương 1, trong đó độ tương đồng  được suy ra từ khoảng cách gradient : khoảng cách càng nhỏ thì độ tương đồng càng lớn. Hàm dưới mô-đun có tính chất lợi ích cận biên giảm dần, cho phép dùng một thuật toán tham lam đơn giản để tìm lời giải gần tối ưu một cách hiệu quả. Thuật toán này bắt đầu với một tập rỗng, và ở mỗi bước chọn phần tử mang lại lợi ích cận biên lớn nhất cho hàm mục tiêu .
Cận trên bằng bất đẳng thức tam giác nêu trên là hệ quả trực tiếp của cách chọn trọng số , chứ không phải một phép chặn tùy tiện; phần dưới đây trình bày phép chứng minh ngắn gọn. Với mỗi điểm , ký hiệu  là điểm coreset có gradient gần gradient của  nhất, và trọng số  chính là số điểm được gán về đại diện :

Khi trọng số được định nghĩa như vậy, tổng có trọng số trên coreset khai triển ngược thành một tổng trên toàn bộ tập dữ liệu:

vì mỗi điểm  đóng góp đúng một lần gradient của đại diện gần nó nhất. Nói cách khác, việc nhân gradient của  với số điểm mà nó đại diện tương đương với việc thay gradient của từng điểm  bằng gradient của đại diện  của nó. Nhờ đó, sai số xấp xỉ gradient trở thành tổng của các sai lệch theo từng điểm:

Áp dụng bất đẳng thức tam giác cho tổng các vector ở vế phải, rồi dùng chính định nghĩa của , ta thu lại đúng cận trên đã phát biểu:

Bước cuối dùng đẳng thức , vốn đúng do  được chọn là đại diện gần nhất. Như vậy, chính cách gán mỗi điểm về đại diện gần nhất và đặt trọng số bằng số điểm được gán đã biến sai số tổng thể của cả tập dữ liệu thành một tổng các khoảng cách cục bộ, mỗi khoảng cách có thể tối thiểu hóa được một cách độc lập bằng việc chọn tập  cho tốt.
Bài toán medoid vừa nêu, tức tối thiểu hóa  với ràng buộc , có một đặc điểm cần nhấn mạnh: các đại diện bị buộc phải là những điểm dữ liệu có thật trong  (các medoid), chứ không phải các tâm cụm trung bình đặt ở vị trí bất kỳ như trong bài toán -means. Ràng buộc này là bắt buộc đối với coreset: mỗi điểm coreset phải ứng với một mẫu có thật để có thể lấy gradient thật của nó trong quá trình huấn luyện, trong khi một tâm cụm trung bình không tương ứng với mẫu nào nên không dùng được. Do đó, tối thiểu hóa  đồng nghĩa với việc chọn  mẫu đại diện sao cho mọi điểm trong lớp đều có một đại diện nằm gần nó trong không gian gradient.
Có thể thấy rõ nguồn gốc của tính dưới mô-đun của hàm vị trí cơ sở  đã nêu từ cấu trúc  trong . Khi thêm một đại diện  vào tập , mỗi điểm  chỉ được lợi đúng phần khoảng cách rút ngắn được nếu  gần  hơn mọi đại diện đã có, nên lợi ích cận biên của  là

Khi  càng lớn, khoảng cách  từ mỗi điểm tới đại diện gần nhất của nó đã càng nhỏ, nên lượng rút ngắn mà một đại diện mới còn có thể mang lại càng ít. Đây chính là biểu hiện cụ thể của tính lợi ích cận biên giảm dần đã nhắc tới, và là lý do bảo đảm  của thuật toán tham lam áp dụng được cho hàm vị trí cơ sở.
[bookmark: X65e261a86af68595158c9a386af732263cc5f57]Phân tích khoảng cách  trong các miền lồi và phi lồi
Khả năng áp dụng của CRAIG phụ thuộc nhiều vào việc tính hoặc xấp xỉ khoảng cách . Cách tiếp cận này khác nhau đáng kể giữa mô hình lồi và mô hình phi lồi.
· Mô hình lồi: Đối với một lớp các bài toán lồi như hồi quy tuyến tính, hồi quy ridge, hồi quy logistic và máy vector hỗ trợ (SVM), hiệu của chuẩn gradient có thể được xấp xỉ và chặn trên bởi:

· với điều kiện  bị chặn. Đây là một kết quả quan trọng, vì nó cho thấy khoảng cách trong không gian gradient có thể được xấp xỉ bằng khoảng cách Euclidean trong không gian đặc trưng đầu vào. Nhờ vậy, ma trận khoảng cách  có thể được tính trước một lần duy nhất trước khi huấn luyện. Do đó, đối với mô hình lồi, việc lựa chọn coreset trở thành một bước tiền xử lý tĩnh, độc lập với quá trình tối ưu hóa.
· Mô hình phi lồi (mạng nơ-ron sâu): Vấn đề phức tạp hơn nhiều đối với mạng nơ-ron sâu, vì không thể tìm một cận trên độc lập với  như trong trường hợp lồi. Tuy nhiên, các nghiên cứu cho thấy sự biến thiên của chuẩn gradient chủ yếu được quyết định bởi gradient của hàm mất mát đối với đầu vào của lớp cuối cùng. Dựa trên nhận xét này, CRAIG đề xuất phép xấp xỉ:

· trong đó  là gradient của hàm mất mát đối với đầu vào của lớp cuối cùng (trước hàm kích hoạt) cho điểm dữ liệu , còn  là các hằng số.
Có thể giải thích vì sao gradient theo logits của lớp cuối chiếm phần lớn biến thiên của chuẩn gradient bằng cách xét chuỗi đạo hàm của phép lan truyền ngược. Với hàm mất mát entropy chéo kết hợp softmax, gradient của hàm mất mát theo logits (đầu vào của lớp tuyến tính cuối) có dạng đặc biệt gọn là , trong đó  là vector xác suất dự đoán và  là nhãn ở dạng one-hot. Đại lượng  đóng vai trò tín hiệu lỗi ở đỉnh mạng, và toàn bộ gradient ở các lớp phía trước đều được sinh ra bằng cách lan truyền ngược chính tín hiệu này.
Cụ thể, gradient của hàm mất mát theo tham số của một lớp  có dạng tích của tín hiệu lỗi  lan truyền về lớp đó với đầu vào của lớp; còn tín hiệu lỗi ở mỗi lớp lại được tính từ tín hiệu lỗi của lớp kế tiếp qua công thức truy hồi

trong đó  là ma trận trọng số của lớp ,  là đầu vào trước kích hoạt của lớp,  là đạo hàm của hàm kích hoạt, và  là phép nhân theo từng phần tử. Điểm khởi đầu của truy hồi là . Như vậy, tín hiệu lỗi ở mọi lớp đều là ảnh của  qua một dãy phép biến đổi tuyến tính xác định bởi các ma trận trọng số . Tại một giá trị tham số  cho trước, các ma trận trọng số này là chung cho mọi điểm dữ liệu; do đó sự khác nhau về gradient giữa hai mẫu, xét cho cùng, bắt nguồn từ sự khác nhau của  ở đỉnh mạng được các lớp phía sau chia sẻ qua lan truyền ngược. Hai mẫu có  gần nhau sẽ có tín hiệu lỗi gần nhau ở mọi lớp, kéo theo gradient đầy đủ cũng gần nhau.
Nhận xét này cho thấy sự khác biệt giữa gradient của hai điểm, tức đại lượng quyết định khoảng cách , được chi phối chủ yếu bởi sự khác biệt của thành phần  giữa chúng. Thành phần  vừa đặt ra độ lớn chung cho toàn bộ gradient, vừa là nguồn tín hiệu lỗi duy nhất được các lớp phía sau chia sẻ qua lan truyền ngược, nên phần biến thiên còn lại do các kích hoạt trung gian đóng góp là thứ yếu so với nó. Đây là cơ sở để CRAIG dùng chuẩn hiệu của vector , một vector chỉ có số chiều bằng số lớp , thay cho chuẩn hiệu gradient đầy đủ khi đo khoảng cách  trong không gian gradient.
Phép xấp xỉ này phụ thuộc vào tham số , vốn thay đổi liên tục trong quá trình huấn luyện. Điều này có nghĩa là khoảng cách , và do đó coreset tối ưu, cũng thay đổi theo thời gian. Vì vậy, đối với mô hình học sâu, CRAIG phải được thực thi định kỳ để cập nhật coreset. Sự chuyển từ lựa chọn coreset tĩnh (mô hình lồi) sang lựa chọn động (mô hình phi lồi) có ý nghĩa lớn về hiệu suất: chi phí tính toán của chính thuật toán lựa chọn coreset trở thành một yếu tố quan trọng, ảnh hưởng trực tiếp đến tổng thời gian huấn luyện.
[bookmark: X80686b66ca700524ae9c3afaddd7a1720deea19]Hạn chế thực tiễn của thuật toán tham lam trong CRAIG
CRAIG cung cấp các bảo đảm hội tụ chặt chẽ về lý thuyết. Các định lý trong bài báo cho thấy một thuật toán IG khi áp dụng trên coreset do CRAIG tạo ra sẽ hội tụ với cùng tốc độ ( hoặc ) như khi áp dụng trên toàn bộ tập dữ liệu. Tuy nhiên, nó chỉ hội tụ đến một vùng lân cận của điểm tối ưu, và kích thước vùng lân cận này phụ thuộc vào sai số xấp xỉ gradient .
Xét một lớp dữ liệu  với tập chỉ số mẫu  và số điểm ; coreset và bao lồi trong đề án đều được xây dựng trên từng lớp. Hạn chế đáng kể nhất của CRAIG nằm ở chi phí của bước lựa chọn tham lam: tại mỗi bước, để tìm phần tử mang lại lợi ích cận biên lớn nhất, thuật toán phải duyệt qua tất cả các điểm còn lại của lớp, nên một lần lựa chọn coreset cần  lần đánh giá lợi ích cận biên, với  là kích thước coreset (chi phí đầy đủ, kể cả chi phí của mỗi lần đánh giá, được phân tích ở Mục 2.4). Đối với mô hình lồi, chi phí này chỉ phải trả một lần. Nhưng đối với mô hình học sâu, khoảng cách gradient thay đổi theo tham số nên coreset phải được chọn lại định kỳ; nếu chọn lại  lần trong quá trình huấn luyện thì số lần đánh giá lên tới , tăng theo số điểm .
Khi triển khai thực tế, CRAIG bộc lộ hai hạn chế:
· Chi phí của bước tham lam: ở mỗi bước phải giải

· bằng cách duyệt qua tất cả các điểm còn lại của lớp; chi phí này còn nhân lên theo số lần chọn lại coreset trong huấn luyện học sâu, như đã phân tích ở trên.
· Nguy cơ chọn điểm dư thừa trong các cụm đặc: Hàm vị trí cơ sở của CRAIG ưu tiên bao phủ các điểm dữ liệu. Nếu có một cụm rất đặc, gồm nhiều điểm nằm gần nhau nhưng ở bên trong đám mây gradient (tức không phải điểm cực biên), thuật toán tham lam có thể chọn nhiều điểm từ cụm này để tối đa hóa lợi ích cận biên. Điều này có thể dẫn đến một coreset thiếu đa dạng về hình học, bỏ lỡ các điểm cực biên quan trọng nhưng thưa thớt, vốn là các điểm định hình nên bao lồi.
Đây là động lực chính của đề án: thu hẹp không gian tìm kiếm từ  điểm xuống một tập ứng viên nhỏ hơn nhiều, qua đó vừa giảm chi phí của bước lựa chọn, vừa hạn chế nguy cơ chọn điểm dư thừa.
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Phần này xây dựng cơ sở lý luận cho việc sử dụng bao lồi, đồng thời đối mặt trực tiếp với thách thức kỹ thuật lớn nhất là tính bất khả thi của việc tìm bao lồi chính xác trong không gian nhiều chiều.
Trước hết, để thấy vì sao chỉ một số ít điểm cực biên đã đủ định hình cả tập dữ liệu, ta xét một ví dụ quen thuộc trong học máy là máy vector hỗ trợ (SVM). SVM là một thuật toán phân loại tìm siêu phẳng có lề tối đa để tách hai lớp dữ liệu. Về mặt hình học, bài toán này tương đương với việc tìm khoảng cách ngắn nhất giữa hai bao lồi của các điểm dữ liệu thuộc mỗi lớp. Các điểm dữ liệu quan trọng nhất, gọi là các vector hỗ trợ, là những điểm nằm trên lề của siêu phẳng phân tách; về mặt hình học, chúng chính là các đỉnh nằm trên biên của các bao lồi tương ứng. Như vậy, chỉ một tập con rất nhỏ các điểm cực biên xác định hình dạng của bao lồi là thực sự cần thiết để định nghĩa toàn bộ ranh giới quyết định, còn các điểm nằm sâu bên trong bao lồi không đóng góp vào việc xác định siêu phẳng tối ưu.
Một cơ sở chặt chẽ hơn đến từ định lý Carathéodory: trong không gian , mọi điểm nằm trong bao lồi của một tập điểm đều biểu diễn được dưới dạng tổ hợp lồi của không quá  đỉnh của bao lồi đó. Như đã nêu ở Chương 1, gradient trung bình của một lớp  nằm bên trong bao lồi của tập gradient lớp đó, nên tái tạo được từ các đỉnh. Do đó, việc ưu tiên chọn các đỉnh bao lồi làm ứng viên cho coreset là một lựa chọn có cơ sở hình học, chứ không phải một phỏng đoán cảm tính. Hình 2.1 minh họa ý tưởng này trong không gian gradient.
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Hình 2.1. Minh họa ý tưởng CRAIG-CH trong không gian gradient. Các đỉnh bao lồi (vòng tròn xanh) là tập ứng viên ; bước tham lam của CRAIG chọn ra coreset (ô vuông đỏ) từ chính tập ứng viên này.
Tuy có cơ sở lý thuyết, việc áp dụng trực tiếp khái niệm bao lồi [10] vào các bài toán học máy hiện đại vấp phải một rào cản gần như không thể vượt qua: lời nguyền số chiều (curse of dimensionality). Các thuật toán tính bao lồi chính xác hoạt động hiệu quả trong không gian 2 hoặc 3 chiều, với độ phức tạp thời gian thường là  hoặc , trong đó  là tổng số điểm và  là số điểm trên bao lồi. Tuy nhiên, khi số chiều  tăng, độ phức tạp tính toán tăng theo cấp số nhân; các thuật toán như Quickhull hay Clarkson–Shor có độ phức tạp trong trường hợp xấu nhất là .
Trong đề án, bao lồi được xét trong không gian gradient. Như đã trình bày ở Chương 1, đối với mô hình học sâu, CRAIG xấp xỉ gradient của mỗi mẫu bằng gradient của hàm mất mát theo logits (đầu vào của lớp tuyến tính cuối), tức một vector có số chiều bằng số lớp  của bài toán phân loại. Với FashionMNIST và CIFAR-10 (), độ phức tạp tính bao lồi chính xác đã lên tới ; với các bài toán nhiều lớp hơn như CIFAR-100 (), con số này là . Khi  lên tới hàng chục nghìn mẫu mỗi lớp, việc tính bao lồi chính xác là bất khả thi. Đây là một ràng buộc không thể bỏ qua, và nó định hình lại toàn bộ hướng tiếp cận: bất kỳ phương pháp nào dựa trên bao lồi trong không gian nhiều chiều đều phải từ bỏ ý định tính toán chính xác và chuyển sang các phương pháp xấp xỉ.
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Vì việc tính chính xác là không khả thi, trọng tâm chuyển sang các phương pháp xấp xỉ bao lồi. Có hai nhóm phương pháp chính:
· Loại 1 – Giảm chiều rồi tính bao lồi chính xác: Ý tưởng là dùng một kỹ thuật giảm chiều, chẳng hạn phân tích thành phần chính (Principal Component Analysis – PCA), để chiếu dữ liệu từ không gian  chiều ban đầu xuống một không gian  chiều thấp hơn nhiều ( từ 4 đến 10), rồi áp dụng thuật toán tính bao lồi chính xác như Quickhull trên tập đã chiếu. Các đỉnh tìm được trong không gian chiều thấp được ánh xạ ngược lại để xác định điểm ứng viên trong không gian ban đầu. Cách này khả thi về tính toán, nhưng phép chiếu có thể làm mất thông tin về cấu trúc cực biên ở không gian gốc.
· Loại 2 – Xấp xỉ trực tiếp trong không gian nhiều chiều: Nhóm phương pháp này tìm trực tiếp một tập con các đỉnh xấp xỉ bao lồi mà không cần giảm chiều, chấp nhận một sai số xấp xỉ nhất định (chẳng hạn theo khoảng cách Hausdorff). Thuật toán CHVS4 [6] thuộc nhóm này; ngoài ra còn có các hướng dựa trên mạng nơ-ron như DeepHull, trong đó một mạng nơ-ron lồi được huấn luyện để xấp xỉ ranh giới đa diện của bao lồi.
Đề án sử dụng phương pháp loại 2, cụ thể là thuật toán CHVS4. Lý do là CHVS4 tìm trực tiếp các đỉnh bao lồi trong không gian gradient, giữ nguyên cấu trúc hình học mà không qua bước giảm chiều, đồng thời có chi phí thấp và dễ tích hợp vào quy trình lựa chọn coreset. Cơ chế cụ thể của CHVS4 được trình bày ở Mục 2.3.
[bookmark: X2bbd893d556182a6258cbcc69fcc3c4f7ba6790]Cải tiến CRAIG bằng thuật toán xấp xỉ bao lồi
Mục tiêu của CRAIG là tìm một tập con nhỏ có gradient đại diện cho toàn bộ tập dữ liệu. Các điểm nằm trên bao lồi là những điểm cực biên trong không gian gradient, nên gradient của chúng thường mang những hướng riêng biệt mà các điểm ở trung tâm không có. Vì vậy, các điểm này có khả năng tạo ra lợi ích cận biên cao trong hàm vị trí cơ sở của CRAIG.
Do đó, tập các điểm xác định ranh giới hình học của dữ liệu là một tập ứng viên phù hợp cho tập các điểm xác định ranh giới gradient. Đây chính là mối liên kết giữa hai ý tưởng. Vì không thể tính bao lồi chính xác, đề án sử dụng tập đỉnh của một bao lồi xấp xỉ làm tập ứng viên để lựa chọn coreset. Thuật toán CRAIG-CH được xây dựng dựa trên phân tích đó, với quy trình gồm hai giai đoạn:
· Giai đoạn 1 – Lọc hình học: Thay vì làm việc trên toàn bộ tập dữ liệu , đề án dùng thuật toán CHVS4 để tìm xấp xỉ tập đỉnh bao lồi trong không gian gradient, tạo ra một tập ứng viên thu nhỏ  chứa các điểm giàu thông tin nhất.
· Giai đoạn 2 – Lựa chọn dựa trên gradient: Sau khi có tập ứng viên , thuật toán tham lam của CRAIG được thực thi trên tập này. Thay vì phải tìm phần tử tối ưu trên toàn bộ không gian  rộng lớn, thuật toán chỉ cần duyệt trong không gian thu hẹp  (), giúp giảm đáng kể chi phí tính toán mà vẫn duy trì chất lượng coreset.
Bằng cách buộc CRAIG chỉ được chọn các điểm từ tập  (các điểm nằm trên hoặc gần bao lồi), đề án kỳ vọng giải quyết đồng thời hai hạn chế nêu trên. Các ưu điểm cụ thể của cách làm này được phân tích ở phần cuối chương.
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Đề án đề xuất thuật toán lai CRAIG-CH, kết hợp thuật toán tìm đỉnh bao lồi CHVS4 và thuật toán tham lam của CRAIG. Thuật toán hoạt động theo các bước sau, được thực hiện trên từng lớp dữ liệu. Hình 2.2 tóm tắt quy trình.
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Hình 2.2. Quy trình hai giai đoạn của CRAIG-CH. Bước lọc bao lồi bằng CHVS4 thu gọn  điểm của lớp thành  ứng viên, rồi bước tham lam của CRAIG chọn ra coreset gồm  điểm kèm trọng số.
[bookmark: X2795ba58c4db562248234cacd2f8868b48d23c0]Bước 1: Tìm xấp xỉ bao lồi để tạo tập ứng viên 
Như đã phân tích ở Mục 2.2.1, việc tìm bao lồi chính xác trong không gian gradient là không khả thi do lời nguyền số chiều. Do đó, đề án sử dụng thuật toán xấp xỉ bao lồi CHVS4 [6]. Đây là một thuật toán được đề xuất cho bài toán phân loại trực tuyến, với mục tiêu chọn nhanh một tập nhỏ các đỉnh bao lồi đại diện cho một lớp dữ liệu mà không cần dựng bao lồi đầy đủ.
CHVS4 xây dựng dần tập đỉnh theo nguyên lý mở rộng đơn hình (simplicial expansion). Thuật toán bắt đầu từ một điểm khởi tạo, chẳng hạn điểm nằm xa tâm dữ liệu nhất. Tại mỗi bước tiếp theo, nó chọn thêm điểm nằm xa nhất so với không gian con (đơn hình) sinh bởi các đỉnh đã chọn, vì điểm xa nhất theo nghĩa này có khả năng cao nằm trên biên của bao lồi. Quá trình lặp lại cho đến khi thu được đủ số đỉnh mong muốn.
Có thể hiểu trực giác về cơ chế này như sau: một điểm nằm sâu bên trong bao lồi luôn biểu diễn được dưới dạng tổ hợp lồi của các đỉnh, nên nó nằm gần không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn và có phần dư nhỏ sau khi chiếu; ngược lại, một điểm cực biên chưa được các đỉnh hiện có bao phủ sẽ để lại phần dư lớn. Vì vậy, việc luôn chọn điểm có phần dư lớn nhất sẽ ưu tiên bổ sung đúng các đỉnh mở rộng dần hình dạng của tập ứng viên theo những hướng còn thiếu, tương tự nguyên lý lấy mẫu điểm xa nhất (farthest-point sampling). Số đỉnh cần lấy được khống chế bằng một ngân sách  định trước, nên chi phí của thuật toán có thể kiểm soát được. Cách làm này không cần dựng toàn bộ các mặt của bao lồi nên tránh được chi phí ; thay vào đó, chi phí chỉ ở mức khoảng  và có thể vector hóa hiệu quả. Cụ thể, gọi  là điểm khởi tạo và  là ma trận các vector cơ sở của không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn ở bước ; khoảng cách từ một điểm  tới không gian con này là độ dài phần dư sau khi chiếu trực giao:

và ở mỗi bước CHVS4 chọn điểm có  lớn nhất, cho đến khi thu đủ  đỉnh. Hình 2.3 minh họa cơ chế này qua ba bước.
[image: fig_2_3.png]
Hình 2.3. Cơ chế mở rộng đơn hình của thuật toán CHVS4. Bắt đầu từ điểm khởi tạo  (đỉnh xa tâm dữ liệu nhất), mỗi bước bổ sung đỉnh có phần dư lớn nhất so với không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn; các đỉnh chọn ra đều nằm trên bao lồi.
Toàn bộ cơ chế mở rộng đơn hình mô tả ở trên được trình bày dưới dạng giả mã trong Thuật toán 1, dựa theo CHVS4 [6]. Điều làm cho thuật toán chạy nhanh nằm ở cách cập nhật phần dư: thay vì mỗi bước dựng lại phép chiếu trực giao đầy đủ theo công thức khoảng cách phần dư đã nêu, CHVS4 duy trì một cơ sở trực chuẩn của không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn và mở rộng cơ sở này tăng dần theo kiểu Gram–Schmidt. Nhờ phần dư  của mỗi điểm luôn được giữ ở dạng đã trừ hết thành phần nằm trong không gian con hiện có, vector cực biên vừa được chọn tự động trực giao với cơ sở cũ; do đó chỉ cần chuẩn hóa nó thành một vector cơ sở mới rồi trừ thành phần theo hướng đó khỏi phần dư của các điểm còn lại, thay vì tính lại toàn bộ phép chiếu.
[image: alg1.png]
Điều kiện dừng phụ  phản ánh một thực tế hình học: khi mọi điểm còn lại đều nằm trong không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn, chúng đều biểu diễn được dưới dạng tổ hợp của các đỉnh đó và không còn điểm cực biên mới để bổ sung; đây cũng là hệ quả trực tiếp của định lý Carathéodory đã nêu ở Mục 2.2.1. Trong điều kiện bình thường, khi ngân sách ứng viên  nhỏ hơn số chiều nội tại của đám mây gradient, thuật toán dừng đúng lúc thu đủ  đỉnh.
Chi phí của CHVS4 được quyết định bởi bước cập nhật phần dư. Giai đoạn khởi tạo tính tâm dữ liệu , chọn đỉnh xa tâm nhất và lập phần dư ban đầu cho  điểm; cả ba đều là các phép duyệt tuyến tính trên vector số chiều , nên tốn . Ở mỗi vòng lặp tiếp theo, thao tác tìm điểm có phần dư lớn nhất chỉ tốn ; việc chuẩn hóa vector cơ sở mới tốn ; còn việc cập nhật phần dư cho các điểm còn lại — với mỗi điểm là một tích vô hướng , một phép trừ vector và một phép lấy chuẩn, đều trên số chiều  — tốn . Như vậy mỗi vòng lặp có chi phí , và vì thuật toán lặp không quá  lần để thu đủ  đỉnh, tổng chi phí của CHVS4 là , tức tuyến tính theo số điểm của lớp.
Điểm mấu chốt để đạt được cận này chính là việc duy trì cơ sở trực chuẩn tăng dần. Nếu ở mỗi bước dựng lại phép chiếu trực tiếp từ dạng tổng quát , thì riêng việc chiếu  điểm lên không gian con  chiều đã tốn , chưa kể chi phí nghịch đảo ma trận ; cộng dồn qua  bước sẽ cho , đắt hơn một bậc . Cách cập nhật tăng dần theo kiểu Gram–Schmidt loại bỏ đúng thừa số  dư thừa này, vì mỗi bước chỉ trừ đi thành phần theo một hướng cơ sở mới. Về bộ nhớ, thuật toán chỉ cần lưu các vector phần dư hiện thời (cỡ ) và ma trận cơ sở (cỡ , với ), nên nhu cầu bộ nhớ ở mức . So với chi phí  của việc dựng bao lồi chính xác đã phân tích ở Mục 2.2.1, chi phí tuyến tính này giải thích vì sao CHVS4 khả thi trong không gian gradient nhiều chiều. Chi phí của riêng bước lọc bao lồi này về sau được gộp cùng chi phí của bước lựa chọn coreset để cho ra tổng chi phí của CRAIG-CH, phân tích đầy đủ ở Mục 2.4.
Ta định nghĩa một ngân sách  cho tập ứng viên, ví dụ  (với  là kích thước coreset cuối cùng và , ví dụ ). Sau đó, ta chạy CHVS4 để tìm  đỉnh đầu tiên:

trong đó  là tập các xấp xỉ gradient của các điểm trong lớp . Tập  (kích thước ) chính là tập ứng viên.
[bookmark: Xc4781a04785fa9f04a89595d0e4d6810ae4a35b]Bước 2: Thực thi CRAIG trên tập ứng viên 
Đây là bước cải tiến chính. Mô hình thực thi thuật toán tham lam của CRAIG để chọn ra  điểm coreset cuối cùng (), nhưng vòng lặp tìm kiếm  chỉ chạy trên  thay vì trên toàn bộ điểm của lớp. Sau khi chọn xong, mỗi điểm  được gán trọng số  bằng số điểm trong lớp có gradient gần  nhất; trọng số này bảo đảm tổng gradient có trọng số của coreset xấp xỉ tổng gradient của cả lớp, đúng theo CRAIG.
Thuật toán được mô tả trong Thuật toán 2.
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[bookmark: X4d19537c7115c6f15ea8f4eb21a6a08ef9e7a3c]Trọng số coreset và hàm mất mát có trọng số
Việc gán trọng số là một phần không thể tách rời của phương pháp, giúp coreset thay thế được toàn bộ tập dữ liệu trong quá trình huấn luyện. Sau khi bước tham lam chọn xong tập chỉ số  gồm  điểm, mỗi điểm coreset  được gán một trọng số  bằng số điểm trong lớp nhận  làm điểm coreset gần nhất trong không gian gradient:

Như vậy, tập  phân hoạch cả lớp thành  nhóm, mỗi điểm coreset đại diện cho nhóm điểm gần nó nhất, và tổng các trọng số đúng bằng số điểm của lớp: . Hình 2.4 minh họa cách phân hoạch và gán trọng số.
[image: fig_2_4.png]
Hình 2.4. Trọng số coreset. Coreset phân hoạch cả lớp thành  nhóm theo điểm coreset gần nhất; mỗi điểm coreset  (ô vuông đỏ) mang trọng số  bằng số điểm của nhóm, và tổng các trọng số bằng số điểm của lớp.
Trong quá trình huấn luyện, mô hình không dùng hàm mất mát trung bình thông thường trên coreset mà dùng hàm mất mát có trọng số:

nghĩa là gradient của mỗi điểm coreset được nhân với trọng số  của nó. Đây chính là điều kiện để tổng gradient có trọng số của coreset xấp xỉ tổng gradient của cả lớp, đúng theo bài toán tối ưu ban đầu: . Nếu bỏ qua trọng số và coi mọi điểm coreset như nhau, một điểm đại diện cho một nhóm đông sẽ bị tính thiếu, khiến ước lượng gradient bị lệch và làm sai lệch hướng cập nhật tham số. Vì vậy, trọng số  giữ cho gradient ước lượng từ coreset không thiên lệch về độ lớn, và là yếu tố quyết định để một coreset nhỏ vẫn dẫn hướng huấn luyện đúng như toàn bộ tập dữ liệu.
[bookmark: ví-dụ-minh-họa]Ví dụ minh họa
Để thấy rõ ba bước của CRAIG-CH phối hợp với nhau ra sao, ta xét một ví dụ số nhỏ. Giả sử bài toán chỉ có hai lớp, khi đó vector gradient theo logits của mỗi mẫu có số chiều  và nằm trong mặt phẳng, thuận tiện cho việc hình dung. Xét một lớp gồm  điểm gradient  với tọa độ cho trong Bảng 2.1; bốn điểm  nằm ở biên và tạo thành bao lồi của lớp, còn bốn điểm  nằm bên trong đám mây gradient. Ta lấy kích thước coreset  và ngân sách ứng viên  (ở đây chọn nhỏ hơn giá trị mặc định  để ví dụ được gọn, nhưng vẫn giữ ). Mọi khoảng cách dưới đây là khoảng cách Euclid trong không gian gradient, làm tròn đến hai chữ số thập phân.
· Bước 1 – lọc bao lồi bằng CHVS4: thuật toán xây dựng dần tập ứng viên theo nguyên lý mở rộng đơn hình. Bước khởi tạo chọn điểm xa tâm dữ liệu nhất; tâm của lớp nằm ở  và điểm xa nhất là  (khoảng cách ), nên . Kế tiếp, điểm xa  nhất là  (khoảng cách ), nên . Ở bước thứ ba, phần dư so với đường thẳng nối  và  đạt lớn nhất tại  (bằng ), nên . Đến đây ba đỉnh đã sinh ra toàn bộ mặt phẳng, nên phần dư theo không gian con không còn phân biệt được các điểm; theo đúng tinh thần ưu tiên điểm chưa được bao phủ, thuật toán chọn điểm còn nằm xa bao lồi hiện có nhất (xa tam giác  nhất), đó là  (khoảng cách ). Kết quả, tập ứng viên là , đúng bằng bốn đỉnh bao lồi của lớp, còn bốn điểm bên trong bị loại khỏi không gian tìm kiếm.
· Bước 2 – lựa chọn coreset bằng bước tham lam trên : thuật toán tham lam của CRAIG chỉ duyệt trên  thay vì cả tám điểm. Ở vòng thứ nhất, nó chọn điểm làm cho tổng khoảng cách gán  nhỏ nhất; tính trên cả tám điểm, tổng này bằng  với ,  với ,  với  và  với , nên vòng thứ nhất chọn  vì cho lợi ích cận biên lớn nhất. Ở vòng thứ hai, khi  đã có trong coreset, việc thêm  làm  giảm còn , thêm  còn , thêm  còn ; do đó vòng thứ hai chọn  (vừa nhỉnh hơn ). Coreset cuối cùng là , gồm hai đỉnh bao lồi nằm cách xa nhau nên cùng bao quát tốt độ trải rộng của lớp.
· Bước 3 – gán trọng số: mỗi điểm của lớp được quy về điểm coreset gần nó nhất, qua đó phân hoạch lớp thành hai nhóm. Các điểm  gần  hơn, còn  gần  hơn (xem cột cuối của Bảng 2.1). Trọng số của mỗi điểm coreset bằng kích thước nhóm mà nó đại diện:  và . Tổng trọng số , đúng bằng số điểm của lớp, nhờ đó gradient có trọng số của coreset thay được cho tổng gradient của cả lớp. Ở ví dụ này  đại diện cho một nhóm đông hơn nên mang trọng số lớn hơn; nếu bỏ qua trọng số và coi hai điểm coreset như nhau, đóng góp của nhóm quanh  sẽ bị tính thiếu và hướng cập nhật tham số bị lệch.
[bookmark: tab:vidu]Bảng 2.1. Ví dụ minh họa: tám điểm gradient của một lớp, tập ứng viên  do CHVS4 lọc ra, và cách phân nhóm để gán trọng số coreset.
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Ghi chú: coreset thu được là ; trọng số  (các điểm ) và  (các điểm ), thỏa mãn .
Ví dụ trên cho thấy cơ chế phối hợp ba bước: CHVS4 thu tám điểm về bốn ứng viên cực biên, bước lựa chọn coreset chọn ra hai điểm đại diện tốt trong số các ứng viên đó, và trọng số bảo toàn đúng số điểm của lớp, tương ứng với những gì Hình 2.3 và Hình 2.4 mô tả bằng hình vẽ. Các con số ở đây chỉ nhằm làm rõ cơ chế trên một cấu hình nhỏ, không phải kết quả thực nghiệm; kết quả trên dữ liệu thật được trình bày ở Chương 3.
[bookmark: phân-tích-độ-phức-tạp-và-tài-nguyên]Phân tích độ phức tạp và tài nguyên
Mục 2.1.3 đã ước lượng số lần đánh giá lợi ích cận biên của bước tham lam; phần này phân tích đầy đủ chi phí của CRAIG-CH cho một lần lựa chọn coreset trên một lớp dữ liệu có  điểm, trong đó  là số chiều của vector gradient (bằng số lớp của bài toán phân loại),  là ngân sách ứng viên và  là kích thước coreset. Một lần lựa chọn gồm bốn công đoạn:
· Tính đặc trưng gradient: mỗi điểm cần một vector gradient theo logits, thu được từ một lượt lan truyền tiến, với chi phí . Chi phí này nhỏ so với một vòng huấn luyện đầy đủ.
· Lọc bao lồi bằng CHVS4 (Bước 1): thuật toán lặp  lần; mỗi lần chiếu  điểm lên không gian con sinh bởi các đỉnh đã chọn rồi lấy điểm có phần dư lớn nhất, tốn  mỗi lần nhờ cập nhật cơ sở trực giao tăng dần. Tổng chi phí là .
· Tính khoảng cách điểm–ứng viên: để chạy bước tham lam, cần khoảng cách gradient từ mỗi trong  điểm tới mỗi trong  ứng viên, với chi phí .
· Lựa chọn tham lam trên  (Bước 2): thực hiện  vòng; mỗi vòng đánh giá lợi ích cận biên của tối đa  ứng viên, mỗi lần đánh giá cập nhật khoảng cách nhỏ nhất trên  điểm, nên tốn  mỗi vòng. Tổng chi phí là ; thuật toán tham lam trễ (lazy greedy) có thể giảm số lần đánh giá thực tế nhưng không đổi cận trên này.
Gộp lại, chi phí của bước lựa chọn CRAIG-CH là . Với ngân sách , chi phí này trở thành , tức tuyến tính theo số điểm  của lớp.
So sánh với CRAIG gốc: khi không có bước lọc, bước tham lam phải xét toàn bộ  điểm làm ứng viên ở mỗi vòng, nên chi phí là  — bậc hai theo . Ngược lại, CHVS4 dùng đơn lẻ (dừng ngay khi đủ  đỉnh) chỉ tốn , rẻ nhất nhưng đánh đổi bằng chất lượng coreset thấp hơn do không có bước tối ưu độ bao phủ. CRAIG-CH nằm giữa hai thái cực này. Bảng 2.2 tổng hợp so sánh.
[bookmark: tab:complexity]Bảng 2.2. So sánh chi phí của bước lựa chọn coreset và bộ nhớ khoảng cách trên một lớp dữ liệu (cho một lần lựa chọn)
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Ghi chú:  là số điểm của lớp,  là số chiều gradient,  là kích thước coreset,  là ngân sách ứng viên với .
Về bộ nhớ, điểm khác biệt quan trọng nằm ở ma trận khoảng cách. Nếu lưu toàn bộ khoảng cách để tăng tốc bước tham lam, CRAIG cần ma trận , tức ; với một lớp cỡ vài nghìn đến vài chục nghìn điểm, con số này lên tới hàng chục đến hàng trăm triệu phần tử, gây áp lực lớn lên bộ nhớ. CRAIG-CH chỉ cần ma trận khoảng cách điểm–ứng viên cỡ , tức , nhỏ hơn nhiều lần. Ưu điểm này giúp CRAIG-CH áp dụng được cho các lớp có nhiều điểm mà CRAIG gặp khó về bộ nhớ.
Đối với mô hình học sâu, khoảng cách gradient thay đổi theo tham số nên coreset được chọn lại định kỳ. Nếu chọn lại  lần trong toàn bộ quá trình huấn luyện, mọi chi phí phân tích ở trên đều nhân với , nên phần chi phí mà CRAIG-CH tiết kiệm được so với CRAIG cũng được khuếch đại theo số lần chọn lại. Đây là lý do bước lựa chọn coreset trở thành một thành phần đáng kể trong tổng thời gian huấn luyện, và việc giảm chi phí của nó có ý nghĩa thực tiễn rõ rệt.
[bookmark: lựa-chọn-tham-số-và-bảo-đảm-lý-thuyết]Lựa chọn tham số và bảo đảm lý thuyết
[bookmark: lựa-chọn-ngân-sách-ứng-viên-k_h]Lựa chọn ngân sách ứng viên 
Ngân sách ứng viên  là tham số điều khiển chính của CRAIG-CH, quyết định sự đánh đổi giữa chi phí và chất lượng coreset. Có thể hình dung vai trò của  qua hai trường hợp giới hạn:
· Khi  (tức ): tập ứng viên vừa đúng bằng kích thước coreset, nên bước tham lam gần như không còn quyền lựa chọn và CRAIG-CH suy biến thành CHVS4 dừng sớm. Chi phí thấp nhất nhưng chất lượng coreset cũng thấp nhất.
· Khi  (tức  rất lớn): tập ứng viên bao trùm gần như toàn bộ lớp, nên bước tham lam tìm kiếm trên gần như toàn bộ dữ liệu và CRAIG-CH suy biến thành CRAIG gốc. Chất lượng coreset cao nhất nhưng chi phí cũng cao nhất.
Như vậy,  cho phép điều chỉnh liên tục vị trí của CRAIG-CH giữa CHVS4 và CRAIG. Một giá trị  nhỏ hơn nhiều so với tỉ lệ  nhưng đủ lớn hơn 1 sẽ cho bước tham lam đủ ứng viên để chọn ra một tập đại diện đa dạng, trong khi vẫn giữ chi phí thấp hơn hẳn CRAIG. Trong đề án, giá trị  (tức ) được chọn làm mặc định vì cân bằng được hai yêu cầu: tập ứng viên đủ lớn để bước tham lam có thể cải thiện chất lượng so với CHVS4 dừng sớm, đồng thời vẫn nhỏ hơn nhiều lần so với số điểm của lớp nên chi phí thấp hơn hẳn CRAIG. Tăng  sẽ đẩy chất lượng coreset tiến gần CRAIG hơn nhưng đồng thời làm tăng chi phí của bước lựa chọn; các thực nghiệm ở Chương 3 được thực hiện với giá trị mặc định này.
[bookmark: bảo-đảm-lý-thuyết-được-kế-thừa]Bảo đảm lý thuyết được kế thừa
Vì bước tham lam của CRAIG-CH vẫn tối đa hóa hàm vị trí cơ sở — một hàm dưới mô-đun đơn điệu — chỉ khác là trên tập ứng viên  thay vì toàn bộ lớp, nên bảo đảm của thuật toán tham lam vẫn được giữ nguyên. Theo Định lý 1.1 ở Chương 1, coreset thu được đạt ít nhất  giá trị của tập con  phần tử tốt nhất lấy trong chính tập ứng viên .
Từ đó, có thể phân rã sai số xấp xỉ gradient của CRAIG-CH thành hai thành phần: một là sai số do chỉ tìm kiếm trong tập ứng viên  thay vì toàn bộ lớp, hai là phần dư của bước tham lam trong  (được chặn bởi bảo đảm ). Thành phần thứ nhất nhỏ khi  bao phủ tốt các hướng cực biên của đám mây gradient — đúng mục tiêu mà bước lọc CHVS4 hướng tới. Vì , tập con tốt nhất trong  không thể tốt hơn tập con tốt nhất trong cả lớp, nên chất lượng coreset của CRAIG-CH bị chặn trên bởi chất lượng của CRAIG. Điều này giải thích một cách nhất quán vì sao, về mặt lý thuyết, chất lượng của CRAIG-CH được kỳ vọng nằm giữa CHVS4 và CRAIG: tốt hơn CHVS4 dừng sớm nhờ bước tối ưu độ bao phủ, nhưng khó vượt CRAIG vì không gian tìm kiếm đã bị thu hẹp.
Cuối cùng, do coreset có trọng số vẫn xấp xỉ gradient toàn cục với một sai số  xác định, bảo đảm hội tụ của thuật toán IG trên coreset đã nêu ở Mục 2.1.3 vẫn áp dụng cho CRAIG-CH, với kích thước vùng lân cận điểm tối ưu phụ thuộc vào sai số  của chính CRAIG-CH.
[bookmark: ưu-điểm-kỳ-vọng-và-sự-đánh-đổi]Ưu điểm kỳ vọng và sự đánh đổi
Phương pháp CRAIG-CH được kỳ vọng mang lại các lợi ích sau so với CRAIG và CHVS4 (dừng sớm):
· Giảm chi phí của bước lựa chọn so với CRAIG: như phân tích ở Mục 2.4, chi phí của bước lựa chọn giảm từ bậc hai  xuống bậc một  theo số điểm của lớp, đồng thời nhu cầu bộ nhớ cho ma trận khoảng cách giảm từ  xuống . Bước lọc CHVS4 có thêm chi phí nhưng vẫn tuyến tính theo , nên tổng thời gian của bước lựa chọn được kỳ vọng nhỏ hơn CRAIG.
· Cải thiện chất lượng đại diện so với CHVS4 dừng sớm: CHVS4 chỉ tìm các đỉnh cho đến khi đủ ngân sách , và các đỉnh này có thể nằm gần nhau trên bề mặt bao lồi. Bằng cách chạy bước tham lam của CRAIG trên  ứng viên, CRAIG-CH chọn ra  điểm đại diện tốt hơn cho toàn bộ  điểm dữ liệu, thay vì chỉ lấy các đỉnh đầu tiên.
· Chất lượng coreset nằm giữa CHVS4 và CRAIG: vì bước tham lam chỉ tìm trong tập ứng viên  chứ không phải toàn bộ  điểm, sai số xấp xỉ gradient của CRAIG-CH được kỳ vọng thấp hơn CHVS4 dừng sớm và tiệm cận CRAIG, nhưng khó thấp hơn CRAIG. Đây là sự đánh đổi giữa chi phí lựa chọn và chất lượng coreset. Các kỳ vọng này được kiểm chứng bằng thực nghiệm ở Chương 3.
[bookmark: hạn-chế-và-phạm-vi-áp-dụng]Hạn chế và phạm vi áp dụng
Lợi ích của bước lọc bao lồi không đồng đều trên mọi tình huống, mà phụ thuộc vào cấu trúc hình học của đám mây gradient và vào quy mô của từng lớp. CRAIG-CH phát huy tác dụng rõ nhất khi đám mây gradient của một lớp có cấu trúc cực biên tách bạch, tức phần lớn các điểm nằm bên trong và chỉ một số ít điểm cực biên định hình nên bao lồi. Trong trường hợp này, tập ứng viên  do CHVS4 dựng lên giữ lại đúng những điểm cực biên mang hướng gradient riêng biệt, còn hàng loạt điểm nội tâm gần như trùng nhau về gradient bị loại khỏi vòng tìm kiếm mà không làm mất thông tin đáng kể. Lợi ích càng lớn khi số điểm của lớp  lớn: khi đó việc hạ chi phí của bước lựa chọn coreset từ bậc hai theo  xuống bậc một, cùng với việc thu nhỏ ma trận khoảng cách từ  xuống , tạo ra khác biệt thực sự về thời gian và bộ nhớ, đúng như phân tích ở Mục 2.4.
Ngược lại, có những tình huống bước lọc mang lại ít lợi ích, thậm chí không đáng để áp dụng. Thứ nhất, khi số chiều gradient  rất lớn, chẳng hạn bài toán phân loại có nhiều lớp, thì trong không gian nhiều chiều hầu hết các điểm đều có xu hướng nằm gần biên, khiến khái niệm đỉnh bao lồi mất dần khả năng phân biệt; lúc này bước lọc khó tách được các điểm thực sự giàu thông tin khỏi phần còn lại, và ưu thế của tập ứng viên bị bào mòn. Thứ hai, khi ngân sách ứng viên  được đặt quá nhỏ, tập ứng viên có thể bỏ sót những hướng cực biên quan trọng, làm coreset mất đa dạng và đẩy sai số xấp xỉ gradient lên cao; đây là mặt trái của chính cơ chế thu hẹp không gian tìm kiếm, và cũng là giới hạn dưới của việc giảm ngân sách ứng viên đã bàn ở Mục 2.5.1. Thứ ba, khi  nhỏ, chi phí của bước lựa chọn coreset vốn đã thấp, nên phần chi phí tiết kiệm được không đủ bù cho chi phí phụ trội của bước lọc bao lồi, khiến cải tiến gần như không còn ý nghĩa thực tiễn.
Cần nhắc lại, như đã nêu ở Mục 2.6, rằng CRAIG-CH là một sự đánh đổi chứ không phải một cải tiến thắng ở mọi mặt: nó đổi một mức suy giảm độ chính xác có kiểm soát để lấy chi phí và bộ nhớ thấp hơn ở bước lựa chọn coreset. Điều đáng lưu ý thêm ở đây là mức đánh đổi này không cố định mà dịch chuyển theo đúng các điều kiện vừa nêu: nó có lợi rõ khi lớp đông điểm và cấu trúc cực biên tách bạch, nhưng thu hẹp dần khi số chiều gradient lớn, khi ngân sách ứng viên quá nhỏ, hoặc khi lớp có ít điểm. Mức đánh đổi cụ thể giữa tốc độ và độ chính xác được định lượng qua các thực nghiệm ở Chương 3.
Từ những hạn chế trên có thể phác ra một số hướng mở rộng. Một là điều chỉnh ngân sách ứng viên  một cách thích nghi theo từng lớp, thay vì cố định  cho mọi lớp: những lớp có đám mây gradient trải rộng, cấu trúc cực biên phong phú có thể cần  lớn hơn, trong khi những lớp gọn và đồng nhất có thể dùng  nhỏ hơn để tiết kiệm chi phí. Hai là kết hợp một bước giảm chiều nhẹ trước khi lọc bao lồi, nhằm giảm bớt ảnh hưởng của số chiều gradient lớn tới khả năng phân biệt của đỉnh bao lồi, đồng thời hạ thêm chi phí tính khoảng cách; hướng này cần cân nhắc rủi ro mất thông tin cực biên như đã bàn ở Mục 2.2.2 khi khảo sát nhóm phương pháp loại 1. Ba là mở rộng đánh giá sang các bài toán có số lớp lớn hơn để xác định rõ ngưỡng mà tại đó bước lọc bao lồi bắt đầu mất tác dụng, qua đó khoanh vùng phạm vi áp dụng phù hợp nhất của phương pháp. Các hướng này đều nhằm mở rộng vùng mà sự đánh đổi của CRAIG-CH còn có lợi, và là những vấn đề để ngỏ cho các nghiên cứu tiếp theo.
[bookmark: kết-luận-chương-1]Kết luận chương
Chương này đã phân tích hạn chế về chi phí tính toán của thuật toán CRAIG và đề xuất một phương pháp cải tiến là CRAIG-CH, bằng cách dùng thuật toán xấp xỉ bao lồi CHVS4 làm bộ lọc tiền xử lý để thu hẹp không gian tìm kiếm. Phương pháp lai này được kỳ vọng giảm chi phí của bước lựa chọn coreset, đồng thời cải thiện chất lượng đại diện so với việc chỉ dùng đỉnh bao lồi.
Các giả thuyết về ưu điểm của CRAIG-CH (giảm thời gian của bước lựa chọn coreset, và giữ chất lượng coreset ở mức giữa CHVS4 và CRAIG) sẽ được kiểm chứng qua các thực nghiệm ở Chương 3.
[bookmark: thực-nghiệm-và-đánh-giá]THỰC NGHIỆM VÀ ĐÁNH GIÁ
Sau khi trình bày cơ sở lý luận (Chương 1) và đề xuất phương pháp CRAIG-CH (Chương 2), chương này kiểm chứng phương pháp bằng thực nghiệm. Mục tiêu là so sánh và đánh giá định lượng CRAIG-CH với ba phương pháp nền tảng là lấy mẫu ngẫu nhiên (Random), CRAIG, CHVS4, cùng đường cơ sở Full Dataset, trên hai bộ dữ liệu ứng với hai lớp mô hình khác nhau. Các thí nghiệm được thiết kế để trả lời ba câu hỏi. Thứ nhất, CRAIG-CH có giảm được chi phí của bước lựa chọn coreset so với CRAIG hay không, và mức giảm đó thể hiện thế nào trên tổng thời gian thực thi. Thứ hai, việc thu hẹp không gian tìm kiếm ảnh hưởng ra sao đến chất lượng coreset, đo bằng độ chính xác và sai số xấp xỉ gradient. Thứ ba, đặt cạnh các phương pháp còn lại, CRAIG-CH nằm ở đâu trong sự đánh đổi giữa tốc độ và độ chính xác.
[bookmark: môi-trường-và-dữ-liệu-thực-nghiệm]Môi trường và dữ liệu thực nghiệm
[bookmark: môi-trường-thực-nghiệm]Môi trường thực nghiệm
Toàn bộ thí nghiệm được thực hiện trên cùng một máy chủ để bảo đảm tính nhất quán và khả năng tái lập:
· Phần cứng: CPU Intel Xeon Gold 6542Y, 96 GB RAM, GPU NVIDIA L40S 48 GB.
· Phần mềm: hệ điều hành Ubuntu 22.04 LTS, Python 3.10, PyTorch 2.6 (CUDA 12.4).
Mỗi cấu hình được chạy với ba hạt giống ngẫu nhiên (0, 1, 2); các số liệu báo cáo là trung bình của ba lần chạy, kèm độ lệch chuẩn ở bảng độ chính xác. Coreset được chọn lại sau mỗi 20 epoch. Ngân sách ứng viên của CRAIG-CH đặt bằng  với  là kích thước coreset.
[bookmark: dữ-liệu-thực-nghiệm]Dữ liệu thực nghiệm
Hai bộ dữ liệu có đặc tính khác nhau được dùng để đánh giá:
· FashionMNIST [22]: bộ ảnh xám các sản phẩm thời trang gồm 10 lớp, tổng cộng  mẫu huấn luyện. Mỗi mẫu là ảnh , được duỗi thành vector 784 chiều. Bộ dữ liệu này dùng cho bài toán phân loại với mô hình hồi quy logistic, tương ứng với bài toán lồi.
· CIFAR-10: bộ ảnh màu gồm 50.000 ảnh huấn luyện và 10.000 ảnh kiểm thử, kích thước , thuộc 10 lớp. Bộ dữ liệu này dùng cho bài toán phân loại với mô hình ResNet-20, tương ứng với bài toán phi lồi.
[bookmark: các-phương-pháp-so-sánh]Các phương pháp so sánh
Bốn phương pháp lựa chọn coreset được đánh giá, cùng với đường cơ sở Full Dataset:
1. Full Dataset: huấn luyện trên toàn bộ dữ liệu. Đây là giới hạn trên về độ chính xác và là mốc tham chiếu về thời gian.
1. Random: lấy mẫu ngẫu nhiên. Đây là phương pháp đơn giản nhất, không cần tính đặc trưng gradient, dùng làm tham chiếu.
1. CRAIG: chạy thuật toán tham lam tối ưu hóa hàm vị trí cơ sở trên toàn bộ  điểm dữ liệu của mỗi lớp.
1. CHVS4: lựa chọn các đỉnh bao lồi trong không gian gradient, không thực hiện thêm bước tối ưu hóa.
1. CRAIG-CH (phương pháp đề xuất): dùng CHVS4 lọc ra tập ứng viên bao lồi, rồi chạy bước tham lam của CRAIG trên tập ứng viên đó.
[bookmark: các-tiêu-chí-đánh-giá]Các tiêu chí đánh giá
Bốn tiêu chí được sử dụng:
· Độ chính xác kiểm thử (%): đo tại epoch cuối (epoch 200 cho CIFAR-10, epoch 100 cho FashionMNIST).
· Thời gian bước lựa chọn coreset (giây/epoch): chi phí của riêng thuật toán lựa chọn, đã trừ phần tính đặc trưng gradient, tính trung bình trên một epoch. Đây là đại lượng phản ánh trực tiếp đóng góp của phương pháp đề xuất.
· Tổng thời gian thực thi (giây): tổng thời gian của cả quá trình, gồm bước lựa chọn coreset và bước huấn luyện mô hình. Đại lượng này cho phép so sánh trực tiếp với phương án huấn luyện trên toàn bộ dữ liệu.
· Sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa: bằng , trong đó  là tổng gradient của cả lớp và  là tổng gradient có trọng số của coreset. Giá trị càng nhỏ thì coreset xấp xỉ gradient càng tốt.
Cần phân biệt rõ hai tiêu chí thời gian. Thời gian bước lựa chọn chỉ đo chi phí của thuật toán chọn coreset, dùng để so sánh trực tiếp giữa các phương pháp lựa chọn với nhau, và đây là đại lượng mà phương pháp đề xuất hướng tới việc giảm. Tổng thời gian thực thi bao gồm cả bước huấn luyện, dùng để đánh giá lợi ích thực tế so với việc huấn luyện trên toàn bộ dữ liệu. Việc tách bạch này giúp thấy được mức tăng tốc ở bước lựa chọn chuyển thành lợi ích ở tổng thời gian tới đâu.
[bookmark: kết-quả-thực-nghiệm]Kết quả thực nghiệm
[bookmark: X900f93631c845359891c21e5247ca96e7b58528]Kiểm nghiệm với mô hình hồi quy logistic trên bộ dữ liệu FashionMNIST
[bookmark: thiết-lập-thực-nghiệm]Thiết lập thực nghiệm
· Bộ dữ liệu: FashionMNIST (10 lớp),  mẫu huấn luyện.
· Mô hình: hồi quy logistic.
· Số epoch: 100.
· Các mức tỷ lệ nén: 1%, 2%, 3%, 4% và 5%.
[bookmark: so-sánh-độ-chính-xác]So sánh độ chính xác
Bảng 3.1 trình bày độ chính xác kiểm thử tại epoch 100, và Hình 3.1 minh họa trực quan các số liệu này.
[bookmark: tab:fmnist_acc]Bảng 3.1. Độ chính xác kiểm thử trên FashionMNIST tại epoch 100 (đơn vị: %)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1% (600 mẫu)
	80,23
	81,37
	72,50
	79,05

	2% (1200 mẫu)
	81,27
	82,39
	75,49
	78,14

	3% (1800 mẫu)
	81,32
	81,21
	77,60
	78,79

	4% (2400 mẫu)
	82,00
	82,48
	77,77
	80,03

	5% (3000 mẫu)
	82,10
	82,65
	79,37
	79,88

	Full Dataset
	84,36


[image: fig_3_1.png]
Hình 3.1. So sánh độ chính xác các phương pháp trên FashionMNIST.
Từ kết quả trên có thể rút ra một số nhận xét:
· Random và CRAIG cho độ chính xác cao nhất ở gần như mọi tỷ lệ nén, hai phương pháp bám sát nhau (khoảng 80%–83%). Đây là đặc tính của bài toán lồi: với hồi quy logistic, một tập con ngẫu nhiên đã đủ đại diện cho phân phối dữ liệu, nên bước tối ưu hóa của CRAIG chỉ cải thiện thêm chút ít.
· CRAIG-CH thấp hơn CRAIG ở mọi tỷ lệ nén, chênh lệch từ khoảng 2,3 đến 4,3 điểm phần trăm. Việc giới hạn không gian tìm kiếm về các đỉnh bao lồi khiến coreset kém đại diện hơn so với khi tìm trên toàn bộ lớp.
· CHVS4 thấp nhất, rõ nhất ở tỷ lệ nén nhỏ (72,50% tại 1%). Khi coreset rất nhỏ, các đỉnh bao lồi đơn thuần là những điểm cực biên nên chưa bao phủ được vùng trung tâm của phân phối.
· Khoảng cách tới Full Dataset (84,36%) vẫn đáng kể ở mọi tỷ lệ nén, cho thấy đây là bài toán mà việc có đủ dữ liệu vẫn giữ vai trò quan trọng.
[bookmark: so-sánh-thời-gian]So sánh thời gian
Bảng 3.2 trình bày thời gian của bước lựa chọn coreset và hệ số tăng tốc của CRAIG-CH so với CRAIG; Hình 3.2 minh họa các số liệu này.
[bookmark: tab:fmnist_time]Bảng 3.2. Thời gian bước lựa chọn coreset trên FashionMNIST (đơn vị: giây/epoch)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH
	Tăng tốc

	1%
	0,0004
	0,0409
	0,0089
	0,0237
	​

	2%
	0,0002
	0,0783
	0,0175
	0,0328
	​

	3%
	0,0002
	0,1184
	0,0154
	0,0433
	​

	4%
	0,0002
	0,1556
	0,0140
	0,0620
	​

	5%
	0,0002
	0,1934
	0,0120
	0,0737
	​
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Hình 3.2. Thời gian bước lựa chọn coreset trên FashionMNIST. CRAIG-CH rẻ hơn CRAIG nhờ chỉ tìm trên tập ứng viên đã lọc.
Bảng 3.3 trình bày tổng thời gian thực thi của cả quá trình 100 epoch, đặt cạnh mốc Full Dataset là 151,3 giây.
[bookmark: tab:fmnist_total]Bảng 3.3. Tổng thời gian thực thi trên FashionMNIST, 100 epoch (đơn vị: giây)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1%
	12,3
	25,3
	23,0
	25,4

	2%
	12,8
	30,4
	24,7
	27,1

	3%
	14,9
	36,7
	26,7
	30,4

	4%
	16,0
	41,6
	30,2
	33,3

	5%
	17,8
	46,9
	30,0
	36,3

	Full Dataset
	151,3


Từ hai bảng thời gian có thể rút ra một số nhận xét:
· Ở bước lựa chọn, CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG từ 1,73 đến 2,73 lần. Đúng như thiết kế, việc thu hẹp không gian tìm kiếm từ toàn bộ  điểm xuống còn  ứng viên làm giảm chi phí của thuật toán tham lam.
· CHVS4 nhanh nhất trong nhóm có tính chọn lọc vì không có bước tối ưu hóa, còn Random gần như không tốn chi phí do không cần tính đặc trưng gradient.
· Trên tổng thời gian, mức tăng tốc thu hẹp lại: CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG khoảng 1,0 đến 1,3 lần. Nguyên nhân là chi phí lựa chọn chỉ chiếm một phần trong tổng chi phí, mà phần lớn chi phí lựa chọn lại nằm ở bước tính đặc trưng gradient, vốn giống nhau ở CRAIG và CRAIG-CH.
· So với Full Dataset (151,3 giây), mọi phương pháp coreset đều rút ngắn tổng thời gian đáng kể, từ khoảng 3 đến 12 lần. Đây là lợi ích chung của hướng tiếp cận coreset, không riêng của phương pháp đề xuất.
[bookmark: so-sánh-sai-số-xấp-xỉ-gradient]So sánh sai số xấp xỉ gradient
Để lý giải chênh lệch độ chính xác ở trên, Bảng 3.4 trình bày sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa của ba phương pháp có dùng gradient.
[bookmark: tab:fmnist_ngd]Bảng 3.4. Sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa trên FashionMNIST
	Tỷ lệ nén
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1%
	0,0187
	0,0209
	0,0385

	2%
	0,0128
	0,0039
	0,0071

	3%
	0,0028
	0,0009
	0,0011

	4%
	0,0073
	0,0026
	0,0031

	5%
	0,0063
	0,0020
	0,0036


Từ bảng trên có thể rút ra một số nhận xét:
· Từ tỷ lệ nén 2% trở lên, CHVS4 cho sai số xấp xỉ gradient nhỏ nhất, còn CRAIG-CH bám sát CHVS4. Điều này cho thấy bước lọc bao lồi giữ lại được cấu trúc gradient tốt trên bài toán lồi.
· Sai số xấp xỉ gradient nhỏ không kéo theo độ chính xác cao: CHVS4 có sai số nhỏ nhất nhưng độ chính xác thấp nhất. Nguyên nhân là đại lượng này đo mức khớp của tổng gradient, trong khi trọng số của coreset bao lồi tập trung vào ít điểm cực biên nên khả năng tổng quát hóa không tương xứng.
[bookmark: Xa50d778885f6fbd3729973978fa12d404c730a2]Kết luận cho hồi quy logistic với FashionMNIST
1. Trên bài toán lồi, Random và CRAIG cho độ chính xác cao nhất; CRAIG-CH và CHVS4 chấp nhận độ chính xác thấp hơn do giới hạn không gian tìm kiếm về các đỉnh bao lồi.
1. Đóng góp của CRAIG-CH nằm ở tốc độ của bước lựa chọn; tuy nhiên trên tổng thời gian, mức lợi thu hẹp lại vì bước lựa chọn chiếm tỷ trọng nhỏ trong toàn bộ chi phí ở bài toán quy mô nhỏ này.
1. Với bài toán lồi và quy mô nhỏ, lợi ích thực tế của việc chọn lọc coreset còn hạn chế; giá trị của phương pháp thể hiện rõ hơn ở bài toán phi lồi quy mô lớn được trình bày tiếp theo.
[bookmark: X7d6ea827d223531fb7c05ca997a6887bb153df3]Kiểm nghiệm với mô hình ResNet-20 trên bộ dữ liệu CIFAR-10
[bookmark: thiết-lập-thực-nghiệm-1]Thiết lập thực nghiệm
· Bộ dữ liệu: CIFAR-10, 50.000 ảnh huấn luyện.
· Mô hình: ResNet-20.
· Số epoch: 200.
· Các mức tỷ lệ nén: 1%, 3%, 5% và 10%.
[bookmark: so-sánh-độ-chính-xác-1]So sánh độ chính xác
Bảng 3.5 trình bày độ chính xác kiểm thử tại epoch 200, và Hình 3.3 minh họa trực quan các số liệu này.
[bookmark: tab:cifar_acc]Bảng 3.5. Độ chính xác kiểm thử trên CIFAR-10 tại epoch 200 (đơn vị: %)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1%
	49,19
	48,60
	39,35
	44,14

	3%
	60,34
	60,78
	49,83
	53,55

	5%
	66,88
	64,45
	52,11
	56,01

	10%
	73,60
	73,83
	63,05
	70,96

	Full Dataset
	87,34


[image: fig_3_3.png]
Hình 3.3. So sánh độ chính xác các phương pháp trên CIFAR-10.
Từ kết quả trên có thể rút ra một số nhận xét:
· Độ chính xác phụ thuộc mạnh vào tỷ lệ nén: mọi phương pháp đều tăng đều đặn khi tỷ lệ nén tăng từ 1% lên 10%. Điều này đúng với kỳ vọng, vì coreset càng lớn thì càng bao phủ tốt phân phối dữ liệu.
· Random và CRAIG dẫn đầu và bám sát nhau ở mọi tỷ lệ nén. Random nhỉnh hơn ở 1% và 5%, CRAIG nhỉnh hơn ở 3% và 10%; chênh lệch giữa hai phương pháp đều nhỏ.
· CRAIG-CH thấp hơn CRAIG ở mọi tỷ lệ nén, chênh lệch lớn nhất ở tỷ lệ nén 5% (8,4 điểm phần trăm) rồi thu hẹp còn 2,9 điểm phần trăm ở 10%, khi tập ứng viên bao lồi lớn hơn và bước tham lam có nhiều lựa chọn hơn.
· CHVS4 thấp nhất ở mọi tỷ lệ nén, cho thấy nếu chỉ dùng đỉnh bao lồi mà không có bước tối ưu hóa thì chất lượng coreset chưa đủ; bước tham lam trong CRAIG-CH cải thiện rõ so với CHVS4.
[bookmark: so-sánh-thời-gian-1]So sánh thời gian
Bảng 3.6 trình bày thời gian của bước lựa chọn coreset và hệ số tăng tốc của CRAIG-CH so với CRAIG; Hình 3.4 minh họa các số liệu này.
[bookmark: tab:cifar_time]Bảng 3.6. Thời gian bước lựa chọn coreset trên CIFAR-10 (đơn vị: giây/epoch)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH
	Tăng tốc

	1%
	0,0003
	0,0254
	0,0083
	0,0208
	​

	3%
	0,0002
	0,0741
	0,0123
	0,0399
	​

	5%
	0,0002
	0,1219
	0,0132
	0,0554
	​

	10%
	0,0002
	0,2422
	0,0122
	0,1216
	​
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Hình 3.4. Thời gian bước lựa chọn coreset trên CIFAR-10. Chi phí của CRAIG tăng nhanh theo tỷ lệ nén, còn CRAIG-CH tăng chậm hơn.
Bảng 3.7 trình bày tổng thời gian thực thi của cả quá trình 200 epoch, đặt cạnh mốc Full Dataset là 652,3 giây.
[bookmark: tab:cifar_total]Bảng 3.7. Tổng thời gian thực thi trên CIFAR-10, 200 epoch (đơn vị: giây)
	Tỷ lệ nén
	Random
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1%
	36,4
	65,5
	60,1
	59,7

	3%
	48,8
	94,8
	76,6
	76,3

	5%
	71,5
	111,5
	85,8
	92,7

	10%
	101,4
	178,1
	114,7
	139,1

	Full Dataset
	652,3


Từ hai bảng thời gian có thể rút ra một số nhận xét:
· Ở bước lựa chọn, chi phí của CRAIG tăng nhanh theo tỷ lệ nén, từ 0,0254 lên 0,2422 giây/epoch, trong khi CRAIG-CH tăng chậm hơn. Nhờ đó CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG từ 1,22 đến 2,20 lần; mức tăng tốc nhìn chung cao hơn ở các tỷ lệ nén lớn, đạt 2,20 lần tại 5%.
· Trên tổng thời gian, CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG từ 1,10 lần (tại 1%) đến 1,28 lần (tại 10%). Tại tỷ lệ nén 10%, CRAIG-CH hoàn thành trong 139,1 giây so với 178,1 giây của CRAIG.
· So với Full Dataset (652,3 giây), mọi phương pháp coreset đều nhanh hơn nhiều: CRAIG-CH nhanh hơn từ 4,69 lần (tại 10%) đến 10,93 lần (tại 1%). Ở bài toán phi lồi quy mô lớn này, lợi ích của hướng tiếp cận coreset thể hiện rõ hơn so với FashionMNIST.
[bookmark: so-sánh-sai-số-xấp-xỉ-gradient-1]So sánh sai số xấp xỉ gradient
Để lý giải chênh lệch độ chính xác ở trên, Bảng 3.8 trình bày sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa của ba phương pháp có dùng gradient.
[bookmark: tab:cifar_ngd]Bảng 3.8. Sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa trên CIFAR-10
	Tỷ lệ nén
	CRAIG
	CHVS4
	CRAIG-CH

	1%
	0,0178
	0,0290
	0,0264

	3%
	0,0120
	0,0204
	0,0168

	5%
	0,0088
	0,0160
	0,0148

	10%
	0,0052
	0,0178
	0,0092


Từ bảng trên có thể rút ra một số nhận xét:
· CRAIG cho sai số xấp xỉ gradient nhỏ nhất, CHVS4 lớn nhất, còn CRAIG-CH nằm giữa hai phương pháp ở mọi tỷ lệ nén. Đây đúng là điều lý thuyết dự đoán: bước tham lam cải thiện được chất lượng của tập ứng viên bao lồi, nhưng vì chỉ tìm trong  ứng viên nên chưa bằng CRAIG tìm trên toàn bộ lớp.
· Thứ tự sai số xấp xỉ gradient này khớp với thứ tự độ chính xác ở Bảng 3.5, giải thích được vì sao CRAIG-CH đứng dưới CRAIG nhưng trên CHVS4 về độ chính xác.
[bookmark: kết-luận-cho-resnet-20-với-cifar-10]Kết luận cho ResNet-20 với CIFAR-10
1. Độ chính xác phụ thuộc mạnh vào tỷ lệ nén (từ khoảng 44% đến 71% với CRAIG-CH). CRAIG-CH đứng dưới CRAIG nhưng trên CHVS4, đúng với vị trí của nó về sai số xấp xỉ gradient.
1. CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG ở cả bước lựa chọn lẫn tổng thời gian, và nhanh hơn nhiều so với Full Dataset; các hệ số cụ thể đã nêu ở Bảng 3.6 và Bảng 3.7.
1. Kết quả phản ánh một sự đánh đổi: CRAIG-CH giảm chi phí bước lựa chọn coreset, đổi lại chấp nhận độ chính xác thấp hơn CRAIG một mức nhất định.
[bookmark: kết-luận-chương-2]Kết luận chương
Chương này đã trình bày kết quả thực nghiệm trên hai bộ dữ liệu (FashionMNIST và CIFAR-10) với bốn phương pháp lựa chọn coreset và đường cơ sở Full Dataset. Có thể tóm lại như sau:
1. CRAIG-CH giảm được chi phí của bước lựa chọn coreset so với CRAIG, nhanh hơn từ 1,22 đến 2,73 lần tùy bộ dữ liệu và tỷ lệ nén. Đây là đóng góp cốt lõi của phương pháp và đúng như thiết kế lý thuyết ở Chương 2: thu hẹp không gian tìm kiếm của bước tham lam từ  xuống .
1. Mức tăng tốc ở bước lựa chọn chuyển thành lợi ích khoảng 1,0 đến 1,3 lần trên tổng thời gian thực thi, do bước lựa chọn chỉ chiếm một phần chi phí, phần còn lại là tính đặc trưng gradient và huấn luyện, vốn giống nhau giữa CRAIG và CRAIG-CH. So với Full Dataset, mọi phương pháp coreset đều rút ngắn tổng thời gian từ khoảng 4 đến 11 lần.
1. Việc thu hẹp không gian tìm kiếm đi kèm một sự đánh đổi về độ chính xác: CRAIG-CH đứng dưới CRAIG ở mọi cấu hình đã thử, nhưng đứng trên CHVS4. Trên CIFAR-10, sai số xấp xỉ gradient của CRAIG-CH nằm giữa hai phương pháp, phù hợp với thứ tự độ chính xác đó.
Từ các kết quả trên, có thể định vị CRAIG-CH như sau: đây là phương pháp hướng tới giảm chi phí của bước lựa chọn coreset, trong khi giữ chất lượng coreset ở mức giữa CHVS4 và CRAIG. Phương pháp phù hợp với những tình huống mà chi phí lựa chọn chiếm tỷ trọng lớn, chẳng hạn khi số điểm dữ liệu  rất lớn hoặc coreset phải chọn lại nhiều lần, và người dùng chấp nhận đánh đổi một phần độ chính xác để lấy tốc độ.
Hạn chế của kết quả cũng cần được nêu rõ. Thứ nhất, độ chính xác của CRAIG-CH luôn thấp hơn CRAIG, nên phương pháp không phù hợp khi độ chính xác là ưu tiên cao nhất. Thứ hai, ở quy mô dữ liệu đã thử, lợi ích trên tổng thời gian còn khiêm tốn vì bước lựa chọn chưa phải thành phần chi phối; lợi ích này được kỳ vọng sẽ rõ hơn khi  tăng lên nhiều lần, và việc kiểm chứng ở quy mô lớn hơn là một hướng phát triển tiếp theo.
[bookmark: kết-luận]KẾT LUẬN
Đề án bắt đầu từ một thách thức kép trong huấn luyện mô hình học máy hiện đại: nhu cầu về tập dữ liệu lớn và chi phí tính toán ngày càng tăng. Phương pháp lựa chọn coreset CRAIG có cơ sở lý thuyết vững nhưng chi phí của bước lựa chọn lớn, do phải chạy thuật toán tham lam trên toàn bộ dữ liệu. Để giảm chi phí này, đề án đã đề xuất, hiện thực hóa và đánh giá một phương pháp lai mang tên CRAIG-CH. Phần kết luận tổng kết các kết quả chính và nêu các hướng phát triển tiếp theo.
[bookmark: các-kết-quả-đạt-được]Các kết quả đạt được
Qua nghiên cứu lý thuyết và kiểm chứng thực nghiệm, đề án đã đạt được các kết quả sau:
· Đề xuất và hiện thực hóa phương pháp CRAIG-CH. Đề án đã đề xuất một phương pháp kết hợp, dùng thuật toán xấp xỉ bao lồi CHVS4 làm bước lọc tiền xử lý để chọn ra tập ứng viên, rồi chạy bước tham lam của CRAIG trên tập ứng viên đó. Phương pháp được hiện thực hóa thành một kịch bản Python cho phép so sánh bốn phương pháp lựa chọn coreset (Random, CRAIG, CHVS4, CRAIG-CH) cùng đường cơ sở Full Dataset, trên hai mô hình (hồi quy logistic, ResNet-20) và hai bộ dữ liệu (FashionMNIST, CIFAR-10).
· Cung cấp bằng chứng thực nghiệm về chi phí và chất lượng của CRAIG-CH. Các thí nghiệm ở Chương 3 kiểm chứng các giả thuyết từ Chương 2:
13. Về chi phí bước lựa chọn: CRAIG-CH nhanh hơn CRAIG từ 1,22 đến 2,73 lần tùy bộ dữ liệu và tỷ lệ nén, nhờ thu hẹp không gian tìm kiếm của bước tham lam từ  xuống . Đây là đóng góp cốt lõi của phương pháp.
13. Về tổng thời gian thực thi: mức tăng tốc ở bước lựa chọn chuyển thành lợi ích khoảng 1,0 đến 1,3 lần trên tổng thời gian so với CRAIG, do bước lựa chọn chỉ chiếm một phần chi phí, phần còn lại là tính đặc trưng gradient và huấn luyện, vốn giống nhau giữa hai phương pháp. So với Full Dataset, mọi phương pháp coreset rút ngắn tổng thời gian từ khoảng 4 đến 11 lần.
13. Về chất lượng coreset: độ chính xác của CRAIG-CH thấp hơn CRAIG nhưng cao hơn CHVS4 trên cả hai bộ dữ liệu. Trên CIFAR-10, sai số xấp xỉ gradient đã chuẩn hóa của CRAIG-CH cũng nằm giữa CRAIG và CHVS4, phù hợp với thứ tự độ chính xác đó. Kết quả này cho thấy việc thu hẹp không gian tìm kiếm đi kèm một sự đánh đổi: giảm chi phí lựa chọn, đổi lại chấp nhận độ chính xác thấp hơn CRAIG một mức nhất định.
· Phân tích các điều kiện và giới hạn áp dụng. Lợi ích của CRAIG-CH rõ nhất khi chi phí bước lựa chọn chiếm tỷ trọng lớn trong tổng chi phí, chẳng hạn khi số điểm dữ liệu  rất lớn hoặc coreset phải chọn lại nhiều lần. Ngược lại, ở quy mô dữ liệu đã thử, bước lựa chọn chưa phải thành phần chi phối nên lợi ích trên tổng thời gian còn khiêm tốn. Ngoài ra, khi số chiều của không gian gradient tăng cao, chi phí của bước lọc bao lồi cũng tăng, làm giảm lợi ích về tốc độ.
[bookmark: đề-xuất-khuyến-nghị]Đề xuất, khuyến nghị
Về việc chọn phương pháp cho từng tình huống: khi độ chính xác là ưu tiên cao nhất, CRAIG gốc là lựa chọn tốt hơn; khi cần tốc độ lựa chọn tối đa và chấp nhận độ chính xác thấp hơn, CHVS4 hoặc lấy mẫu ngẫu nhiên là phương án đơn giản. CRAIG-CH nằm giữa hai thái cực này, phù hợp khi muốn giảm chi phí lựa chọn mà vẫn giữ chất lượng coreset cao hơn CHVS4.
[bookmark: hướng-nghiên-cứu-tiếp-theo]Hướng nghiên cứu tiếp theo
Phương pháp CRAIG-CH còn mở ra một số hướng phát triển:
· Kiểm chứng ở quy mô lớn hơn. Cần kiểm chứng trên các tập dữ liệu lớn hơn nhiều lần, nơi chi phí bước lựa chọn tăng theo  và lợi thế của việc thu hẹp không gian tìm kiếm được kỳ vọng thể hiện rõ hơn.
· Thu hẹp khoảng cách độ chính xác so với CRAIG. Có thể khảo sát việc tăng ngân sách ứng viên , hoặc kết hợp tiêu chí hình học với các tiêu chí lựa chọn khác như lấy mẫu theo độ nhạy, để tập ứng viên đa dạng hơn trước khi đưa vào bước tham lam, nhằm giảm phần độ chính xác bị đánh đổi.
· Phân bổ ngân sách theo lớp một cách thích ứng. Đề án chọn coreset trên từng lớp với ngân sách như nhau. Hướng tiếp theo có thể phân bổ ngân sách  và  thích ứng cho mỗi lớp, dựa trên độ phức tạp, số lượng mẫu hoặc độ trải của đám mây gradient của lớp đó.
· Xây dựng coreset động. Phương pháp hiện tại chọn lại coreset theo tần suất cố định. Một hướng đi là chỉ chọn lại khi phát hiện thay đổi đáng kể trong không gian gradient, hoặc khi sai số xấp xỉ gradient đo trên một tập kiểm định nhỏ vượt một ngưỡng cho trước.
· Tối ưu hóa bước lọc bao lồi cho không gian nhiều chiều. Hiệu năng của CRAIG-CH phụ thuộc vào bước lọc bao lồi. Nghiên cứu các thuật toán xấp xỉ bao lồi hiệu quả hơn khi số chiều rất cao, chẳng hạn dùng phép chiếu ngẫu nhiên để giảm số chiều trước khi lọc, là hướng cần thiết để mở rộng phương pháp.
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Tôi cam đoan đã thực hiện việc kiểm tra mức độ tương đồng nội dung đề án qua phần mềm Turnitin một cách trung thực và đạt kết quả mức độ tương đồng 17% toàn bộ nội dung đề án. Bản đề án kiểm tra qua phần mềm là bản cứng đề án đã nộp để bảo vệ trước hội đồng. Nếu sai tôi xin chịu các hình thức kỷ luật theo quy định hiện hành của Học viện.
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Thuét toan 2 CRAIG-CH (cho mot 16p)
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